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模 函 数 与 模 形 式 , 更 一 般 地 , 自 宁 函数 与 自 守 形 式 是 数学 的 一 个 
重要 分 支 , 它 是 在 19 世纪 后 期 由 JJ H. Poincaré (1854—1912), £ 
C. F. Klein (1849—1925) 所 创立 的 . 在 此 之 前 ,N. H. Abel (1802— 
1829).C. G. J. Jacobi (1804—1851).K. T. W. Weierstrass (1815 一 
1897), Æ F. G. M. Eisenstein (1823—1852) # *F 5 CA EmRK Ñ 
J#h R) = 3 #o 3 |] h dE 7 RAARO. 

模 形 式 理 论 与 数论 有 着 天 生 的 联系 .例如 , Riemann 给 出 的 
Riemann £ 函数 的 阵 数 方程 的 两 个 证 明 中 的 一 个 就 是 利用 模 形 却 
pb:(z) 的 性 质 ( 见 830 例 1,LP&P1, 第 十 二 章 ]), 这 揭示 了 檬 形式 与 也 
函数 的 内 在 联系 ;利用 模 形 式 理论 在 平方 和 问题 ( 见 》$》32,[LEG Z 
无 限制 整数 分 拆 问题 ( 见 S 33,[LP&Pl, 第 三 十 六 章 ]) 上 得 到 了 漂亮 
的 结 采 . 

经 历 了 相当 一 段 的 沉默 ,大 约 从 20 世纪 六 七 十 年 代 起 , 模 形 式 
理论 开始 了 一 个 新 的 产 勃 发 展 时 期 ,以 其 不 断 在 著名 数论 问题 土 取 
得 的 重大 成 果 与 进展 引起 了 数学 异 的 广泛 重视 . 1983 年 ,J. Tunnell 
(Inventiones Math. ，72(1983)，323 一 334) 应 用 椭圆 曲线 和 模 形 式 
理论 在 同 余数 问题 ( 见 第 一 章 问 题 20,21) L.R $ J $ K X, X (#F R, 
[LNK]) ,他 给 出 了 一 个 有 效 广 法 来 判断 一 个 自然 数 半 是 不 豆 同 余数 ， 
即 n 是 不 是 一 个 边 长 为 有 理 数 的 直角 三 角形 的 面积 . 1980 年 前 后 ， 
在 关于 Kloosterman 和 均值 估计 的 Linnik-Selberg 猜想 上 取得 了 重 
要 进展 ,更 清楚 地 揭示 了 模 形式 理论 和 解析 数论 之 间 的 密切 联 和 ,并 
使 得 不 少 解析 数论 著名 问题 的 结果 得 到 了 较 大 的 改进 (1985 年 在 上 
海 举 行 的 中 国 数学 会 五 十 周年 年 会 上 ,我 作 了 “解析 数论 的 新 进展 ?” 


Q 读者 要 了 解 这 里 提 到 的 数学 名 词 和 数学 家 ,下 可 查阅 以 下 三 本 到 学 百科 全 书 ( 见 
考 书目 ) ，[ 数 百 1), LAA 2],[ 数 百 3]. 
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的 报告 ,主要 就 是 谈 这 些 丰采 ,以 期 引起 对 此 的 重视 . 蛮 见 H. 
Iwaniec, Spectra] theory of automorphic functions and recent 
developments in analytic number theory, Proceedings of ICM, 
Berkeley, California, USA, 1986, 444~ 456). 有 最 令 人 激动 和 兴奋 
的 事件 终于 在 上 世纪 末 出 现 了 ,1993 #6 A 21~23 日 ,40 岁 的 英国 
数学 家 Andrew Wiles 在 英国 剑桥 的 I. Newton 学 院 连 续 三 天 作 了 
题 为 “ 模 形 式 、 李 圆 曲线 和 Galoi 表示 ”的 报告 ,在 23 日 上 午 10 时 30 
分 ,报告 即将 结束 时 ,他 宣布 “这 表明 F. L. T. (EP Fermat 大 定理 ) 为 
A.” GER.: A. Wiles, Annals of Math. ，141(1995) ,443—551; 
R. Taylor 和 A. Wiles, Annals of Math. , 141(1995), 553~572. ) 
这 样 , 历 时 350 余年 ,由 P. de Fermat (1601—1665) 4 b 65 3 # 11% 
断 : n> FF, + £ > AE 
m+ y =x, Ly € Z 

无 zyz=== 0 的 解 , 终 于 被 彻底 解决 了 出 这 是 20 世纪 数学 史上 最 重大 
的 成 就 之 一 . 因而 , 模 形式 理论 就 成 为 当前 数学 界 和 年 轻 学 生 最 关 
注 , 最 想 了 解 的 数学 分 支 之 一 . 

因此 ,让 数学 条 高 年 级 大 学 生 和 佐 年 级 研究 生 ( 不 一 定 是 数论 专 
业 的 ) 了 解 一 些 经 典 模 形式 理论 的 基础 知识 ,对 它 产 生 兴 趣 , 就 是 十 
分 必要 的 了 . 自 上 个 世纪 60 年 代 以 来 ,有 关 的 好 教材 出 了 不 少 ,但 模 
形式 理论 似乎 一 直 有 一 个 “ 难 学 ?的 名 声 . 经 典 模 形式 理论 的 基础 知 
识 并 不 复杂 艰深 .也 不 要 求 很 高 的 技巧 ,但 它 涉及 的 知识 面 的 确 很 
广 , 且 要 能 热 练 地 综合 运用 这 些 知 识 . 一 般 来 说 , 它 所 要 求 的 大 学 程 
度 的 预备 知识 包括 : 分 析 与 复 变 画 数论 ,高 等 代数 与 抽象 代数 ,初等 
数论 与 代数 数论 基础 ,以 及 一 点 非 欧 几何 .Riemann 曲面 和 椭圆 曲线 
的 基础 知识 . 在 大 学 这 些 内 容 并 不 是 都 学 的 ,所 以 ,对 高 年 级 大 学 生 
和 低 年 级 研究 生 要 理解 它 、 学 好 它 的 确 是 不 容易 的 .但 男 一 方面 ,如 
灯 能 适当 选取 内 容 、 适 度 严 格 的 讲述 ,尽量 减少 过 于 抽 大 的 近代 知 
识 , 使 学 生 能 初步 领会 模 形式 的 基本 思想 、 语 言 . 方 法 和 理论 , 那 公 


D 建议 读者 看 一 下 通俗 介绍 的 文章 : D. A. Cox, Introduction to Fermat’s last 
theorem, AMM, 101(1994),3—14. 
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这 门 课 对 学 生 应 该 是 很 有 吸引 力 的 , 而且, 对 于 学 生 学 会 如 何 灵 活 综 
合 地 运用 大 学 中 所 学 的 相对 独立 的 各 门 课程 中 的 知识 来 研究 问题 ， 
全 面 巩固 所 学 的 知识 ,提高 综合 运用 数学 知识 (包括 分 析 , 代 数 和 几 
何 ) 的 能 力 和 素质 ,是 十 分 有 益 的 . 承 洞 和 我 都 认为 ,为 高 年 级 大 学 生 
和 低 年 级 研究 生 开 设 一 门 这 样 类 型 的 课程 是 很 有 必要 的 . 事实 上 ,我 
们 自 上 个 世纪 80 年 代 开 始 指 导 解 析 数 论 研 究 生 ,就 一 直 要 求 他 们 上 只 
有 全 面 扎实 的 基础 知识 ,除了 解析 数论 外 ,还 要 学 习 代 数 数论 、 兵 香 
图 逼近 论 与 超越 数论 ,以 及 模 形 式 理论 等 .在 1982 FWE, RAIAR 
定 一 教授 ,、 徐 广 善 教授 和 朱 竞 展 教 授 在 北京 大 学 分 别 讲授 了 模 形 式 
理论 、 委 慢 图 逼近 论 和 超越 数论 . 根据 承 洞 和 我 的 计划 ,大 约 从 1994 
年 开始 ,我 在 北京 大 学 为 高 年 级 大 学 生 和 低 年 级 研究 生 开设 了 经 典 
模 形 式 理 论 选 修 课 ,并 着 手 拣 写 教 材 . 到 1997 年 ,我 们 确定 了 这 一 课 
程 的 框架 和 内 容 , 基 本 上 定稿 了 .这 三 年 多 来 ,工作 只 能 由 我 一 人 承 
担 了 .我 又 讲授 了 几 次 ,把 书稿 发 给 学 生 请 他 们 提 意 见 ，, 并 不 断 修改 
讲法 (不 是 内 容 的 增 减 ) 以 使 它 能 尽量 达到 我 们 的 预定 目的 .这 就 是 
撰写 本 书 的 指导 思想 和 形成 过 程 . x | 
本 书包 含 以 下 内 容 ; 由 于 模 形 式 的 重要 性 是 体现 在 椭 轩 时 线 、 
模 形 式 和 工 函 数 三 者 之 间 的 不 可 分 划 的 联系 上 ,所 以 ,我 们 极 简 单 
地 在 第 一 章 讲 述 了 椭圆 曲线 、 椭 圆 函 数 与 模 形 式 之 间 的 关系 ,在 第 十 
章 讲述 了 模 形式 与 工 函数 之 间 的 关系 . 在 第 二 章 通 过 讨论 最 简 举 的 
Eisenstein 级 数 使 对 模 形 式 先 有 一 个 初步 的 感性 认识 . 简 FR, 
画 数 是 上 半 平 面 上 的 半 纯 函数 , 它 在 模 变换 群 ( 见 定义 8.1) 下 保持 
某 种 不 变性 . 因此 ,在 第 三 .四 章 讨 论 了 完全 模 群 及 其 同 余 子 群 的 性 
质 ; 在 第 五 .六 章 讨 论 了 模 画 数 , 完 全 模 群 的 模 形 式 及 同 余 子 群 的 模 
形式 的 基本 知识 ;以 及 在 第 七 章 介 绍 了 构造 同 余 子 群 模 形 式 的 一 般 
方法 Poincaré 级 数 , 并 讨论 了 它 的 性 质 . Hecke 算 子 理论 是 模 形 
式 理论 中 最 基本 最 重要 的 组 成 部 分 ,我 们 在 第 和 八 、 九 章 分 别 讨论 了 完 
全 模 群 的 模 形 式 空间 上 的 Hecke 算 子 及 同 余子 群 的 模 形 式 空间 上 
的 Hecke 算 子 . 在 第 十 一 章 介绍 了 模 形 式 理论 在 平方 和 问题 及 无 限 
制 整 数 分 拆 问题 上 的 两 个 经 典 应 用 .为 了 方便 阔 读 ,第 十 二 章 附录 中 
给 出 了 大 多 不 加 证 明 地 又 为 本 书 所 需要 而 在 大 学 中 不 一 定 条 统 举 过 
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的 内 容 , 读 者 可 以 边 读本 书 边 补 这 些 知识 . 在 第 一 到 第 十 章 , 附 有 一 
些 问题 ,以 供 练习 . 本 书 中 的 定义 、 定 理 , 公 式 等 均 按 每 节 排 列 . 

显然 ,作为 模 形 式 基 础 教材 ,这 些 内 容 可 能 是 不 能 再 少 了 . 我们 
不 涉及 半 整 权 模 形式 . 迹 公 式 等 重要 内 容 , 不 从 李 群 和 离散 子 群 的 观 
点 出 发 作 一般 讨 论 , 近 代 语 言 几 平 不 用 ,更 丝 党 不 涉及 它 的 近代 理 
论 . 但是, 我们 尽 可 能 把 所 讨论 的 内 容 讲述 清楚 , 当 学 懂 了 这 些 最 简 
单 、 最 基本 的 东西 后 ,对 模 形式 发 生 兴 趣 的 学 生 完 全 能 够 进一步 (可 
能 更 容易 地 ) 自 学 近代 的 模 形式 理论 .“ 少 则 得 ,多 则 惑 ’ ,科学 工作 者 
实质 上 都 是 在 产生 强烈 兴趣 后 自学 成 材 的 . 3 $Ë , EdT 3k Ë hk. S: JE 
初等 数论 就 谈 不 上 学 习 解 析 数 论 、 代 数 数论 一 样 ,不 热 练 地 掌握 本 书 
中 这 些 最 基本 的 知识 也 就 谈 不 上 进一步 学 习 模 形式 理论 . 

在 本 书写 作 过 程 中 主要 参考 了 以 下 书 藉 ( 见 参考 书目 ):; [RG] 
( 它 出 版 于 1962 年 ,但 仍 是 一 本 模 形 式 的 入 门 好 教材 )、[ NK J. 
[LTA].[EBS].LTMj, 以 及 [JSj]. 希望 读者 也 看 看 这 几 本 书 : [GS.] 是 
模 形 式 理论 的 经 典 著作 ,不 过 对 初学 者 来 说 实在 是 太 困 难 了 ;我 们 还 
建议 读者 可 以 看 一 下 [PSj], 它 给 出 了 模 形 式 在 不 同 数学 分 支 中 的 三 
个 应 用 . 由 于 笔者 水 平 有 限 , 书 中 必 有 不 少 缺 点 以 至 错误 , 切 望 读者 
JBE. | 

本 书 的 写作 得 到 了 北京 大 学 出 版 社 . 国 家 自然 科学 基金 会 ,以 及 
教育 部 数学 中 心 的 支持 . 本 书 的 责任 编辑 刘 筋 同志 改正 了 书稿 中 的 
一 些 距 误 , 提 出 了 许多 有 益 的 建议 .对 此 ,我 们 表示 衣 心 感谢 . 
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第 一 章 椭圆 函数 


本 章 是 讨论 椭圆 函数 的 基本 知识 . S 1 讨论 双 周 期 函数 和 格 ,为 
引入 椭圆 函数 作 准 备 ;$ 2 #l S 3 讨论 椭圆 函数 的 基本 性 质 , 特 别 是 
Weierstrass @ 范 数 的 基本 性 质 及 椭 贺 函数 的 构造 ;以 及 8$4 讨 论 了 
Theta 函数 ,这 不 仅 是 构造 构 圆 函数 的 又 一 途径 ,而 且 由 它 可 以 构造 
RER. 
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周期 函数 是 我 们 贰 知 的 数学 中 的 一 个 重要 的 基本 概念 和 工具 ， 
它 的 定义 如 下 : 
定义 1.1 定义 在 复 平 夯 C 上 的 复 值 函数 jz) 称 为 周期 函数 ， 
如 果 它 不 等 于 铝 数 , 且 人 在 复数 w 关 0, 使 对 任意 的 z€ C 有 jz 十 ww) 
= jz) 成 立 ( 当 一 边 为 无 穷 时 另 一 边 也 为 无 穷 ) ,o PR 28 Se) R 
期 . 周期 函数 f(x) 的 全 部 周期 所 组 成 的 集合 记 作 A 或 Aj, 称 为 f (zx) 
的 周期 集合 . 为 方便 起 见 约 定 0E A, 但 0 不 是 周期 . 
周期 集合 A 显然 有 以 下 性 质 : 对 任意 的 or, o, €C A, K IT S ËJ 
mim C Z , VA 
mw + mw, € A. (1.1) 
即 A £ C 的 加 法 子 群 ,是 Z 上 的 线性 空间 . 
e“ (人 是非 零 复数 ) 是 我 们 最 匈 悉 的 周期 函数 , 它 的 周期 集合 
A= {2kni/à: kEZ}). 在 一 般 情形 下 , 复 变 量 周期 消 数 的 周期 集合 有 
什么 样 的 性 质 呢 ? 下面 来 讨论 这 个 问题 ， 
性 质 1.1 如 有 果 周 期 函数 f(z) 是 半 纯 的 ,那么 ,人 它 不 可 能 有 模 为 
任意 小 的 周期 , 即 存在 正常 数 a, 使 得 有 
lw| 宇 a，0 关 wE€EA. (1. 2) 
证 用 有 反 证 法 . 设 wyw，…，w，… 是 Fz) 的 周期 , 且 有 o,— 0. 
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因此 对 任意 的 z 和 有 f(z 十 w,) 一 f(z)=0. 由 此 就 推出 半 纯 函数 
f(z) 在 其 所 有 解析 点 处 的 导数 必 为 零 , 所 以 f(z) 等 于 常数 .矛盾 . 
我 们 以 后 所 讨论 的 周期 函数 都 是 半 纯 的 ,所 以 它 的 周期 集合 都 
满足 条 件 (1. D. 事实 上 ,对 一 个 正常 的 周期 函数 这 一 要 求 是 合理 的 . 
因此 ,为 了 人 研究 周期 卫 数 ,首先 必须 搞 清 满足 条 件 (1.1) 和 (1.2) 的 C 
的 子 集 的 性 质 .C 的 这 种 子 集 本 身 就 是 一 个 十 分 重要 的 数学 概念 ,与 
周期 孙 数 的 概念 并 无 直接 联系 .下面 就 先 来 讨论 它 的 性 质 . 像 通常 一 
样 , 我 们 把 全 体 复 数组 成 的 集合 、 复 平面 、 及 平面 上 从 原点 出 发 的 向 
量 集 合 看 做 是 同一 的 , 均 记 为 C. 
性 质 1.2 设 C 的 子 集 A 满足 条 件 (1.1). 那么 ,条 件 (1.2) 等 价 
于 条 件 : 
在 C 的 任意 一 个 有 限 区 域 D 内 只 可 能 有 A 中 的 有 限 个 点 ， 
(1. 3) 
Fl A 不 能 有 有 限 极 限 点 . 
证 (1.3) 一 >(1.2)， JV r 是 适当 大 的 正 数 ,使 区 域 D 取 为 
|z| <r 时 ,在 DD 中 必 有 A 中 的 非 零 元 素 . 由 条 件 (1. 3) 知 在 这 样 的 万 
中 至 多 有 有 限 个 o€ A. 因此 , 必 有 a 二 0 使 条 件 (1. 2) 成 立 . 
(1.2) 一 > (1.3). 用 反 证 法 .假设 存在 两 两 不 同 的 无 穷 点 列 
wnEAUD,n=1,2,…. Ñ D 是 有 限 区 域 , 故 必 有 子 序列 wi, (n==1， 
2,…), 使 当 n 一 吕 时 , wi, 一 zo (zo 不 一 定 属于 A 或 DD). 设 w= 
Wnt On BRA 0w, C A, |o, |—-0. 这 和 条 件 (1. 2) 了 矛盾 ， WEHE. 
由 性 质 1. 2 立即 推出 (证 明 留 给 读者 ) 
性 质 1.3 设 4 满 足 条 件 (1.1) 和 (1. 2). A 是 4 的 子 集 , 且 至 
少 有 两 个 元 素 . 那么 , 必 有 0 了 关 w* € 4 ,使 对 任意 的 0Zo6€ A, 有 
[o| = |w*|. (1. 4) 
性 质 1.4 iZ A 满足 条 件 (1.1) 和 (1.2). 那么 ,对 任意 非 零 的 
w s 002 € A, o) / w 一 定 不 等 于 实 无 理 数 . 
WE £ Ime, /ws 关 0, 则 结论 成 立 . 故 只 要 讨论 (O) / w 是 实数 的 情 
形 . 考 碟 A 中 所 有 形 如 awla 为 任意 实数 ) 的 元 素 组 成 的 子 集 A. 由 
性 质 1.3 知 必 有 0w" EA 满足 式 (1.4). 设 o;=a o" (7 一 1,2). 容 


S1 EHER pR 3 


易 看 出 wla Je" = (a; —L[La, Do 都 属于 4, j=1,2. HEK o * H 
最 小 性 ( 即 式 (1. 4)) 就 推出 aj— La;j=0, j=1,2. 因此 sa; 均 是 整数 ， 
故 wi /ws EAR. 证 毕 . 
由 性 质 1.4 立即 推出 : 当 4 满足 条 件 (1.1) 和 (1.2) 时 ,在 通过 
原点 的 一 条 直线 1 上 , 夺 有 0 关 wEANML, 那 么 ,一 定 存在 w "使 得 
w € À N l&u = meo", m C€ Z. (1. 5) 
证 明 留 给 读者 . 下 面 的 性 质 是 最 重要 的 . 
性 质 1.5 设 4 满 足 条 件 (1.1) 和 (1.2). 那 么 ,以 下 两 种 情形 有 
且 仅 有 一 种 成 立 : x 
(1) 存在 owl 使 得 | 
Á = (mt); m, C Z) , (1. 6) 
即 4 是 Z 上 的 一 维 线性 空间 ; 
(11) 存在 w swz s [mw /os 天 0 使 得 
À = {mw + Mma: mm, E Z), (1.7) 
即 4A 是 Z 上 的 二 维 线性 空间 . 
证 大 A4 中 任意 两 个 非 零 元 素 之 比 均 为 实数 , 则 由 性 质 1.4 及 
式 (1.5) 知 必 有 情形 0 成立. 不然,A 中 必 有 两 个 非 零 元 素 之 比 的 虚 
部 不 等 于 零 ,它们 和 原点 O 构成 一 个 三 角形 . 由 性 质 1. 1 知 在 这 三 
角形 中 一 定 可 找到 一 子 三 角形 04B( 见 图 1. 1), 使 得 OA =o, € A, 
OB 二 wm€ 4, 且 在 三 角形 OAB 上 没有 其 他 的 A 中 的 非 零 元 素 ( 为 什 
Z). 我 们 来 证 明 这 样 的 o 和 ws 必 满 足 式 (1.7). 设 0 天 wEA4, 必 有 
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实数 A,A, 使 得 

w = Aw 十 Aw, = Là; Jo, 十 [ À; Jw + {À Jw + (À;,),. 
Fah {入 ) 不 全 为 零 , 则 040C = (ler (4) oy € 4h. 由 取 法 知 OC 
不 在 三 角形 OAB 上 ,所 以 GE 必 在 三 角形 AEB W , £ BOE = o, + 
oz( 为 什么 ? AE 1.1). 这 样 就 有 

0ZO0D=OEË—OC= (o +o)— (NA)}ot {å2}0) € A. 

但 OD 必 在 三 角形 OAB 内 ,矛盾 . 故 ALA, 为 整数 , 即 (1.7) 成 立 . 证 毕 . 

性 质 1. 5 使 我 们 可 引进 以 下 的 重要 概念 . 

定义 1.2 给 定 一 对 不 共 线 的 复数 ow, BH Imo, /x; > 0,33 fl] 


称 集合 

A= A(w ,ws) = (mio, 十 Mw; m i ,m, E Z) (1. 8) 
是 复 平面 上 C 的 一 个 点 格 或 格 , 格 中 的 元 素 称 为 烙 上 后 , (wi,wz} 称 为 
格 的 一 组 基 . 


性 质 1. 5 表明 : C 的 一 个 子 集 是 格 的 充 要 条 件 是 它 满足 条 件 
(1.1) 和 (1.2), 且 有 两 个 不 共 线 的 元 素 . 这 也 可 作为 格 的 定义 ,但 这 
里 的 定义 更 为 直观 、 目 然 . 

设 K 是 一 个 有 乏 元 素 e 的 交换 环 ,天 "是 天 中 全 体 可 逆 元 素 组 
成 的 乘法 群 . 记 天 上 的 二 阶 和 矩阵 集合 
GL,(K) = (a 一 M a,b,c,d € K,la| =ad — bc € K* |, 

(1. 8') 
它 组 成 一 个 乘法 群 , 称 为 玉 上 的 二 阶 一 般 线 性 群 . 我 们 把 它 的 子 群 


SL,(K) = (a € GL,(K): |a| =e}, (1. 9) 
称 为 K 上 的 二 阶 特殊 线性 群 . EKER, RIE GL:( 开 ) 的 子 群 
GLI (K) = {a € GL,(K):; |a| > 0). (1. 10) 


定义 1.3 R 上 的 特殊 线性 群 SL;(R) 称 为 辛 群 ;Z 上 的 特殊 线 
HER rT=SL (2Z) 称 为 完全 模 群 ,TT 的 子 群 称 为 模 群 , 记 为 ,IT" 等. 
性 质 1.6 Í ACw ,ww) 等 于 格 ACw,wz), 即 它们 有 相同 的 格 点 
的 充 要 条 件 是 存在 
a E GL,(Z), |e| =+ 1, 
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w. (O 
| J- al | (1.11) 
W, Wz 


证 明 留 给 读者 ( 见 图 1. 2). 这 表明 一 个 格 的 基 不 是 惟一 的 ,满足 

上 式 的 {w ,ws} 一 定 是 格 AC ,ws) 的 一 组 基 . 特别 的 {ws,w) 一 定 是 

格 ACwm,w,) 的 一 组 基 . 显 见 ,Imw /wz 和 Ime; / co) 有 县 只 有 一 个 是 正 

的 . 为 了 确定 起 网, 以 后 说 到 {w wz) 是 格 4 的 一 组 基 及 出 现 符 号 格 
A= Alw ,w,) 时 ,总 假定 满足 条 件 : | 

Imo, /o, > 0. (1.12) 


使 得 


NS 
SAS | 
NN 
EEN SSS 


l. 2 


在 这 样 的 约定 (1.12) 下 ,性 质 1.6 就 恋 为 
性 质 1.7 (ao ER ACwi,ws) 的 一 组 基 的 充 要 条 件 是 存在 


b le T 
a = , . 
-od (1.13) 


使 得 式 (1. 11) 成 立 . 
证 ” 先 假 定 aC GL;(R), 并 有 式 (1. 11) 成 立 . 这 时 有 


f 
mm 一 一 
(1.14) 
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因而 得 到 


im my — -2d — bc _, ad — be, % 


] | cr L d ™ = Ta (1.15) 


由 此 及 性 质 1. 6 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
由 以 上 讨论 ,可 相应 得 到 关于 周期 消 数 的 周期 集合 的 性 质 ， 
性 质 1.8 设 4 是 周期 函数 f(z) 的 周期 集合 ,满足 条 件 (1. 1) 
和 (1. 2). 那么 ,A 必 是 性 质 1.5 中 的 人 或 (ii) 这 两 种 情形 之 一 . 
这 样 ,由 性 质 1.6 和 1.7 知 ,可 引进 
定义 1.4 设 jz) 是 周期 图 数 ,周期 集合 4 满足 条 件 (1.1)7 和 和 
(1. 2). 那么 , 当 性 质 5 中 的 情形 (成 立时 ,zx) 称 为 是 单 周 期 函数 , 
a 称 为 它 的 基本 周期 ; 当 性 质 1. 5 中 的 情形 Gi) 成 立时 ,f(z) 称 为 是 
MARAM ,满足 条 件 (1. 12) 的 {o ,wz} 称 为 它 的 基本 周期 对 . 
sinz ,coszye“ (天 0) 等 都 是 单 周 期 函数 . 5 DL, =ë JE] RH pü 2 0 A 
本 周期 仅 可 能 是 w 和 一 ww. 而 双 周 期 衣 数 的 基本 周期 对 是 所 有 满足 
式 (1.11) 和 (1.13) 的 {wi ws}. 我 们 要 讨论 的 是 双 周 期 函数 . 
容易 看 出 ,以 4(Cwos) 为 周期 集合 的 双 周 期 函数 f(z) 只 要 在 
半 开 平行 四 边 形 OAEB( 见 图 1.1): 
H, = H ,(@, ,ws) 一 {r10 + r>; 0 < 7 < 1,0 < r < 1) 
(1.16) 
上 的 值 定义 后 ,就 完全 确定 了 . REITE EREK s, H 沿 :平移 
得 到 半 开 平行 四 边 形 ( 见 图 1.1): 
H = H, (œw) = H, + s 
= {s + (me, + rzw): 0 <+ < 1,0 < z, < 1), (1.17) 
KARKA f(z) 只 要 在 I, 上 的 值 定 义 后 ,其 值 就 完全 确定 了 . 
定义 1.5 设 Fz) 是 以 4(Co,os) 为 周期 集合 的 双 半 期 函数 . 我 
们 把 ,或 一 般 的 把 H, 称 为 是 双 周 期 函数 f(z) 的 基本 平行 四 边 
形 , 周期 平行 四 边 形 ,或 基本 定义 域 . 也 称 为 是 格 A(w ,ws) 的 基本 平 
行 四 边 形 ， 
基本 平行 四 边 形 ,OAEB) ,不 含 两 边 AE 和 BE (包括 端 点 )， 
这 因为 在 由 下 面 的 等 式 
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AE = o,+ OB, BE = o, + OA 
分 别 确定 的 对 应 点 上 jz) 的 值 相 等 ,所 以 两 组 对 边 : OB 和 AE,OA 
和 BE 上 的 相应 两 点 就 看 做 为 同一 点 ,以 OB ,O04 中 的 点 为 代表 . 注 
意 到 ,在 0O,4,E,B 四 点 上 的 精 数 值 相同 ,这 四 点 就 看 做 为 同一 点 ， 
以 点 O 为 代表 . 现在 我 们 把 平行 四 边 形 OAEB 作 这 样 的 粘 合 : 把 取 
相同 值 的 对 应 点 粘 合成 一 点 ,就 得 到 一 个 轮胎 面 (dount) ,通常 称 为 
环 面 (torus ) , 它 就 是 f(z) 的 基本 平行 四 边 形 的 一 个 连续 表示 ,这 个 
环 面 仍 以 I 表示 . 这 种 粘 合 可 以 这 样 具体 实现 : 先 把 边 O4 和 BE 
依 对 应 点 粘 合 ,得 到 一 个 柱 面 ,两 端 是 圆周 OSB 和 AQE; 再 把 圆周 
OSB Ñ AQE 依 对 应 点 粘 合 ,就 得 到 所 要 的 环 面 ( 见 图 1. 3). 这 样 ， 
以 ACw ,ws) 为 周期 集合 的 双 周 期 函数 就 是 定义 在 三 维 空间 中 的 一 
个 环 面 I 一 一 即 所 请 一 维 复 流 形 一 -上 的 复 值 函 数 . 对 复 变 量 的 单 


B 
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周期 函数 和 实 变量 的 单 周 期 函数 也 可 以 用 同样 的 观点 来 讨论 ,前 者 
是 定义 在 三 维 空 间 中 的 一 个 圆柱 面 上 的 复 值 函数 ,而 后 着 是 定义 在 
二 维 空间 中 的 一 个 贺 周 上 的 复 值 汰 数 , 所 以 亦 称 为 圆 函 数 . 这 些 讨论 
留 给 该 者 . 

在 本 节 最 后 ,再 介绍 一 些 有 关 格 的 重要 概念 和 基本 性 质 . 再 提醒 
一 次 ,以 后 说 到 {wi ,oz)} 是 格 的 一 组 基 时 , A REMERPFCA. 12). 

由 于 格 A 是 C 的 加 法 子 群 ,类 似 于 初等 数论 中 的 同 余 概 念 和 符 
号 ,我 们 引进 

定义 1.6 设 A 是 格 ,z,wEC. 夺 z 一 wEA, 则 称 z 则 余 于 w 模 
A, T fE 

z == xo (mod Á). 
£ z 一 w A, WPR z PARF zo 模 A, 记 作 
z Æ <o (mod Á). 

由 于 对 格 4 的 同 余 关 系 是 一 个 等 价 关系 (为 什么 ) ,全 体 复 数 C 
按 这 样 的 同 余 关 系 可 分 为 两 两 不 相交 的 等 价 类 , 称 为 模 A 的 同 余 
类 . 全 体 模 A 的 同 余 类 所 组 成 的 集合 记 作 ANC. 对 给 定 的 zEC,z 所 
属 的 模 AWARIE z mod A. 显 见 

zmodA= {w € C; w=z(mod A)). 

在 每 个 模 A 的 同 余 类 中 各 取 定 一 个 复数 作为 代表 ,得 到 的 集合 就 称 
为 是 C 关于 模 A 的 代表 系 , 记 作 {4NC) 或 ANC. 

容易 看 出 ,zi mod A= zx; mod A 的 充 要 条 件 是 zi 三 z; (mod A). 定 
义 同 余 类 的 加 法 为 ; 

z, mod À + z; mod A = (x, + z,)mod A. 

这 样 ,全 体 模 A 的 同 余 类 所 组 成 的 集合 ANC 构成 加 法 交换 群 , 零 元 
RÆ 0 mod A= A. 这 个 群 ANC 就 是 熟知 的 C 关于 其 子 群 4 的 商 群 . 
所 以 ,C 关于 模 4 的 代表 系 就 是 在 商 群 ANC 的 每 个 元 素 ( 即 每 个 模 
4 的 同 余 类 ) 中 各 取 一 个 复数 作为 代表 , 它 在 模 A 的 加 法 下 构成 一 
个 群 . 式 (1.16) 和 (1.17) 就 是 这 样 的 代表 系 的 例子 . 根据 不 同 需要 可 
选取 不 同 的 代表 系 . 显 见 ,一 个 以 格 A 为 周期 集合 的 双 周 期 洱 数 
f(z) 在 任意 取 定 的 一 个 模 A 的 代表 系 上 的 值 确定 后 就 完全 确定 了 ， 
所 以 , 双 周 期 函数 f(z) 可 以 看 做 是 定义 在 商 群 ANC 上 的 函数 ,而 环 
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面 ( 见 图 1. 3) 就 是 商 群 ANC 的 几何 表示 . 

对 取 定 的 复数 s, 由 它 生成 的 最 小 子 群 {fs}= 二 (ms: m€ Z) , # C 
到 ANC 的 目 然 映射 > F> z mod A F, (o WREE (ms mod À; mE 
Z). 这 是 一 个 同 态 , 像 集 是 ANC 的 子 群 .这 时 会 出 现 两 种 情形 ， G) 
像 集 是 无 限 阶 子 群 ; (ii) 像 集 是 有 限 阶 子 群 . 因此 ,可 引进 

定义 1.7 在 上 述 的 情形 (i) ,我们 称 : ER 4 的 无 限 阶 点 ;在 上 
述 的 情形 Gi) ,我 们 称 s 是 格 A 的 有 限 阶 点 , 子 群 (ms mod À: m € Z) 
的 阶 就 称 为 是 点 ; 关于 格 4 的 阶 . 

性 质 1.9 设 A 是 格 ,zEC. 那 么 ,z 是 格 A 的 有 限 阶 点 的 充 要 
条 件 是 存在 正 整 数 工 , 使 得 x 

Lz € A. (1. 18) 

£ zx 是 格 4 的 有 限 阶 点 , 则 使 上 式 成 立 的 最 小 正 整 数 L 就 是 它 的 
阶 . 此 外 ,大 z 是 L, 阶 格 点 , 则 式 (1.18) 成 立 的 充 要 条 件 是 工 o| 忆 . 

证 充分 性 当 式 (1.18) 成 立时 ,对 任意 的 mE€2Z, 有 m= 
(m + L)z (mod A). 所 以 子 群 {mz)}) 的 像 集 至 多 有 工 个 不 同 元 素 
jz mod A, j=0,1,", L—1. 所 以 z 是 有 限 阶 点 . 

必要 性 由 像 集 是 有 限 的 可 推出 必 有 m > m, 使 得 >z == 
mz (med å), HE L —mi—m> WA WS E sK (1. 18). E L 是 使 式 (1. 18) 成 
立 的 最 小 正 整 数 , 则 是 见 像 集 {mz mod A: m € Z) H HR N H 
jz mod A(j 二 0,1,…,Lo 一 1) 这 La 个 不 同 元 素 构成 , 即 z 关于 格 A 
的 阶 是 Lo 由 L, 的 最 小 性 及 工 一 9Zo 十 -0O<r<Zo, 就 推出 L| L. 

EA 1.10 设 A 是 格 ,wi,w 是 它 的 一 组 基 . 那么 ,z 是 A 的 mn 
阶 点 的 充 要 条 件 是 存在 整数 a,b 使 得 


z == (a/m) + (b/m)oe,, (m,a,b) = 1. (1.19) 
此 外 ,两 两 不 同 余 于 模 4 的 全 部 m 阶 点 的 个 数 等 于 
m]T(1 一 二 |. (1. 20) 
plm P 


证 前 一 部 分 结论 由 基 的 定义 及 性 质 1. 9 推出 . 下 面 来 证 式 
(1.20). 由 式 (1. 19) 知 ,这 就 是 要 求 两 两 不 同 余 于 模 mr 的 数 对 
la,b},(m，,a,656)= 二 1 的 个 数 , 即 两 两 不 同 的 剩余 类 对 
{a mod m,b mod m) ,(m,a,b)=1 的 个 数 . 它 等 于 
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> DEX D ra= ad) 


a=1,5=1 (a,b,m)= 1 a=1 $=] d|(a,5,m) PIN b=1 


这 就 证 明了 式 (1. 20), 这 里 a(d) Möbius K% , El 


1, d=1, 
or d= pp. RI p (1< <r)W W Ala], 
0, 其 他 . 
(1. 21) 

下 面 来 讨论 子 格 的 概念 和 基本 性 质 . 

定义 1.8 设 A 和 A' 是 两 个 格 .车 ATA , 则 称 4 是 水 的 子 格 . 
也 就 是 说 4 是 水 的 子 群 . 我们 把 群 4 关于 其 子 群 4 的 指数 [4 :4j 
称 为 格 人 关于 其 子 格 4 的 指数 . 

以 下 两 个 性 质 的 证 明 需 要 用 到 有 关 二 阶 整数 符 阵 的 一 些 绩 论 ， 
这 些 结论 将 在 第 十 二 章 附 录 8 34 中 证 明 . 

性 质 1.11 设 A 和 A 是 两 个 格 ,{w,wz} 和 {ow ,wo) 分 别 是 它们 
的 基 , 那 么 A 是 和 的 子 格 且 指数 为 n 的 充 要 条 件 是 存在 二 阶 整数 和 矩 
E AC M(n) CM(n) 的 定义 见 定 理 34.11), 使 得 


|- ajer (1. 22) 
证 容易 看 出 ,A 是 的 子 格 的 充 要 条 件 是 存在 行列 式 为 正 的 
二 阶 整数 矩阵 4 使 式 (1. 22) 成 立 . 因此 , 刹 下 的 是 要 证 指数 为 n 的 


TEREA] =n. RA =m>0. 由 定理 34. 11G) 51, F # 8 E 
8,7YET 使 得 


BAY = Ë : | 12| 
Lo m/i , M 
由 此 及 式 (1.22) 得 


bekl- h mlar L-ko] 


2 


显 见 , {pi;P2) 及 {pi ,py}) 仍 分 别 是 A 和 的 基 . 由 上 式 知 商 群 人 NA' 同 
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构 于 群 
{(((wu/D) p 十 (Lv/m) ps mod À: 0=<z=z< 4,0=< < m/i} 


= {Cup + vp mod A; 0 < u < 1,0 < o < m/l}, 

BLA : A]= m. 这 就 证 明了 所 要 的 结论 ， 

性 质 1.12 设 A' 是 给 定 的 格 ,n 是 给 定 的 正 整数 . 那么 ,A' 的 指 
数 为 n 的 所 有 不 同 的 子 格 A 的 个 数 是 除数 和 吗 数 aQ) , Ell 

aoln) = 2, d. 

反之 , 设 4 是 给 定 的 格 ,” 是 给 定 的 正 整 数 .那么 ,以 4 为 其 子 格 且 指 
数 为 n 的 所 有 不 同 的 格 A 的 个 数 也 是 cOn). 

证 ” 先 证 第 一 个 结论 . 设 A, #l A, 是 A 的 两 个 指数 为 n 的 子 格 ， 
(w wa 和 wn ,wzz} 分 别 是 它们 的 基 . 再 设 {w ,wz } 是 A B 35. 由 性 
质 1.11 知 , 一 定 存 在 41,A;€M(n) 使 得 


epale] [1 
由 此 推出 ,4 一刀 的 充 要 条 件 是 (为 什么 ): A,A. ET, 即 AETA. 
因此 ,A' 的 指数 为 n 的 所 有 不 同 的 子 格 A 的 个 数 就 是 Mn) 关 于 群 TT 
的 右 陪 和 集 分 解 T\M(n) 的 右 陪 集 的 个 数 , 由 定理 34. 11(i) 知 它 等 于 
doln). 

再 证 第 二 个 结论 . 设 A, M A, 是 以 A 为 其 子 格 且 指数 均 为 的 

两 个 格 ， TA , ws} 和 {wi ;wos} 分 别 是 它们 的 基 ， 再 设 (ww) E A 的 
基 . 由 性 质 1.11 知 , 一 定 存在 B1,B;E MM(n) 使 得 

eja] a] 
由 此 推出 ,A 二 A 的 充 要 条 件 是 (为 什么 ); B7B Er, E B, € B.T. 
因此 ,以 A 为 其 子 格 且 指数 均 为 n 的 所 有 不 同 的 A' 的 个 数 就 是 
MG) 关于 群 T 的 左 陪 集 分 解 M(n)/T 的 左 陪 集 的 个 数 ,由 定理 
34. 11(i) 知 它 也 等 于 olan). 
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定义 2.1 一 个 双 周 期 函数 如 果 是 半 纯 的 ( 即 在 有 限 复 平面 上 
仅 有 的 奇 点 是 极点 ) , SË PF 2J 6 IBI PR £. 

由 性 质 1.1 和 1.5 知 ,有 两 个 不 共 线 的 周期 的 周期 范 数 ,如 果 它 
是 半 纯 的 , 则 条 件 (1.2) 必 满足 ,所 以 是 双 周 期 消 数 ,因而 是 椭 回 孙 
数 , 以 后 用 到 这 一 点 时 就 不 再 说 明了 .本 节 将 讨论 椭圆 也 数 的 基本 性 
质 , 以 及 如 何 具体 构造 这 样 的 函数 , 

性 质 2.1 E JOEMER, u 是 给 定 的 非 零 复数 . 那么 ， 
三 (z) 十 zzz)，1/z)， 及 三 (z) 都 是 椭圆 函数 , 且 有 相同 的 周期 集 


Zx 
O ° 


证 ”对 前 三 个 函数 绪论 是 显然 的 . 由 于 f(z) 的 周期 一 定 是 
f) 的 周期 ,所 以 F (<) E 8 B| Pq 22. 因而 ,只 要 证 明 广 Cz) 的 周期 
一 定 是 f(z) 的 周期 . 设 FGz) 和 己 (z) 的 基本 周期 对 分 别 是 a, , o, 和 
W, > (02. 必 有 EGLI (2Z) 使 得 


w w a bf% 
MW de- b j] (2.1) 
由 于 对 任意 的 zxEC 有 ff +o) — f e=, MA, AA 3 A EHE 
意 的 zEC 有 feto) f Ge)= A. A REREN z A f (z+ ko) 
— filz) =kà. u k= la], BRC. 1) 得 
lal à= f(z + lalo) — f(z) 
= f(z + dw, — bæ) — f(z) = 0, 
所 以 4=0, 即 w 是 f(z) 的 周期 . 同 理 可 证 o, 也 是 f(z) 的 周期 . 这 就 
证 明了 所 要 的 结论 . 
性 质 2.2 设 f(z) 和 g(z) 是 椭圆 函数 .再 设 复 数 
wi, Ws IM w, — 0 (2. 2) 
是 f(z) 和 g(z) 的 周期 ,那么 ,f(z) 与 g(z) 的 和 、 差 . 积 、 商 都 是 李 贺 
函数 或 常数 . 
证 显 见 ,和 、 差 , 积 、 商 一 定 是 半 纯 的 . 如 果 不 是 常数 ,那么 由 于 
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有 不 共 线 的 周期 w 和 ,所 以 必 是 椭圆 函数 . 

定义 2.2 设 届 ,ws 由 式 (2.2) 给 出 .6(w,w,) 表 示 所 有 以 o, 
ws 为 周期 的 李 圆 汝 数 及 全 体 复 数组 成 的 集合 . 由 性 质 2.1 和 2. 2 
知 ,Z(w sw) 构成 一 个 域 , 称 为 以 wi ,ws 为 周期 的 椭圆 函数 域 . 

显 见 ZCw,w) 是 C 上 的 线性 空间 . 要 注意 的 是 : 对 椭圆 函数 
J (z) € Z (e) sw) s W s W 不 一 定 是 它 的 基本 周期 对 ， 

性 质 2.3 椭圆 函数 必 有 零点 和 极点 . 

证 ERR f(z) 的 基本 周期 对 是 wi ,ws. 若 它 没有 有 限 极 
点 , 则 f(z) 是 整 函 数 ,是 在 由 式 (1.16) 给 出 的 平行 四 边 形 HI。 上 有 
界 . 进而 由 周期 性 推出 f(z) 在 全 平面 有 界 , 所 以 必 为 常数 ,矛盾 . 若 
它 没 有 零点 , 则 由 性 质 2.1 3,88 PS $k 1/f(z) 没 有 极点 ,这 也 不 可 
fE. 

定义 2.3 MARRU- 33 F-4rUN IE PE 2J E: E BJ IE SF 36 
本 平行 四 边 形 ,如 果 它 的 四 条 边 上 既 没 有 极点 也 没有 零点 ， 

由 于 在 有 限 区 域 上 ,椭圆 函数 只 可 能 有 有 限 个 零点 和 极点 ,所 以 
它 的 正常 基本 平行 四 边 形 是 存在 的 . 显 见 ,在 正常 基本 平行 四 边 形 内 
部 的 零点 和 极点 就 完全 刻画 了 椭圆 郴 数 在 全 平面 上 的 零点 和 极点 分 
布 . 

性 质 2.4 MEAKA f(z) 在 它 约 一 个 正常 基本 平行 四 边 形 HI, 
内 的 全 部 极点 的 留 数 和 等 于 零 . 因而 ,在 一 个 正常 基本 平行 四 边 形 内 
人 至少 有 两 个 一 级 极点 或 一 个 不 低 于 二 级 的 的 极点 . 

证 熟知 ,内 全 部 极点 的 留 数 和 等 于 积分 


dl 
"ROL 


HEP L PE WAA kA. 由 周期 性 立即 算出 这 积分 等 于 
0. 由 此 及 一 组 极点 的 留 数 不 等 于 零 ,就 推出 余下 的 结论 . 
性 质 2.5 椭圆 函数 f(z) 在 它 的 一 个 正常 基本 平行 四 边 形 H, 
内 ,人 它 的 全 部 极点 个 数 ( 按 恒 数 计 ) 等 于 它 的 全 部 零点 个 数 ( 按 导数 
计 ). 全 部 极点 (或 零点 ) 的 个 数 ( 按 重 数 计 ) 称 为 是 椭圆 函数 f(z) 的 
BWEN. 我 们 有 
N (Jf) 2 2. (2. 3) 
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证 设 和 NW! 入 ;分 别 是 f(z) 在 工 , 内 的 零点 和 极点 个 数 ( 均 按 
重 数 计 ). 由 辐 角 原理 知 


_ 1f F 
TN = J, fo) 325 


其 中 工 是 II, 的 边界 ， BRN. 由 周期 性 立即 算出 这 积分 为 0， 
即 Nj 二 Ns. 式 (2. 3) 由 性 质 2.4 推出. 
性 质 2.6 BRRR f(z) 的 基本 周期 对 是 om ,ws, 其 阶 为 NN， 
在 其 正常 基本 平行 四 边 形 II, 内 的 全 部 零点 和 全 部 极点 ( 均 按 重 数 
计 ) 分 别 是 a1,az，… san 和 651,52，… ,bn. 那么 ， 
(a, +a, + * + an) — Q, + b; + e + ów) € A, (2.4) 
ji 
a, + a, + e + ax == b, + b, + --- + bylmodA), (2.5) 
这 里 的 格 4 一 4(o yo ) 由 式 (1.8) 给 出 ， 
证 由 留 数 定理 可 得 


- 二 J' (z) 

2 一 25 = s|, O 
Ħ¢P LÆ, 的 边界 ， 按 反 时 针 方 问 ( 见 $1 图 1.1). 利 用 周期 性 计算 
积分 得 


1 1 tij 5 十 oj + 三 ' 1 Wa " f 
o zil- 271 +% +“, + 2ni st 了 十 地 
] s+w stw tws 5 十 中 ] 十 oo stug 
mlh h tal -上 


w, [F P w [F f' (=) 

mil, f(z) dz + zil, Jf (z) dz. 

由 于 f(z) 在 点 到 s 十 w;(j 二 1,2) 这 两 条 直线 上 没有 零点 和 极点 ,所 
以 可 取 定 一 支 logf(z). 因而 有 


1 stw, f(z) Cz), 加 
2rij， f -去 | dlog f(e) 


o 


— 


= a logfG + w) — logfG)) =k; € Z, j= 1,2, 


最 后 一 步 是 由 于 js 十 oj) = 一 8() .综合 以 上 各 式 就 证 明了 所 要 的 结 
论 . 
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附注 性 质 2.4,2.5 和 2.6 作 如 下 推广 后 结论 仍 成 立 : 把 条 件 
中 的 正常 基本 平行 四 边 形 代 之 以 任 一 这 样 的 平行 四 边 形 ， 
s Hrib Tr, O <+, < 1, 0=< > < 1, 
其 中 pi ,ps 是 任意 取 定 的 f(z) 的 两 个 不 共 线 的 周期 (不 一 定 是 基本 
周期 对 ) ,复数 s 选取 得 使 在 上 述 平 行 四 边 形 的 边界 上 没有 和 零点 和 极 
点 .具体 讨论 留 给 读者 . | 
Ha H. TIK AJ 85 W RAE? 对 给 定 的 格 A KERR g(z), 如 
不 考虑 收敛 性 ,从 形式 上 看 
Zs? 一 w), [lec 一 w), 
以 及 其 他 的 对 称 组 合 ,都 可 能 是 椭圆 函数 . R galm. 我 们 来 
证 明 
定理 2.7 REK & 之 3,4 是 格 . 那么 ,函数 
F,G) = F,G: A) = >; — 5 (2. 6) 


wE À 


R: k WRA XX A E iX 8 RRE SA o € A, WRIA k; € 9 JA 
期 集合 是 A. 此 外 , 当 & 是 偶数 时 它 是 偶 函 数 , 当 & 是 奇数 时 它 是 奇 
函数 ， 
为 了 证 明 级 数 (2. 6) 的 收敛 性 , 先 来 证 明 两 个 引 理 ， 
9| 理 2.8 1 A Eb, A Ae S 9. 那么 ,级 数 
1 


G(A;4) = 2, PA (2.7) 
当 且 仅 当 A2>2 时 收敛 . 
证 E o,o E ARHAR. 显 见 ,对 正 整数 &, 所 有 满足 条 件 
max(|m,;| ,|m,1) < Ë 
的 格 点 mio) tma 的 个 数 等 于 C28 十 1)*. 因此 ,满足 条 件 
max( |>, |, |m,|) = # (2. 8) 
的 格 点 M0 十 ?212002 的 个 数 等 于 
(2k + 1) — (2(& — 1) + 1) = 8k. (2. 9) 


W L, W ERI (2. 8)BJ 8 t wb E jv T L) Eko, + ko, 这 四 点 构成 的 
平行 四 边 形 的 四 边 上 的 格 点 . 设 当 =1 时 这 一 平行 四 边 形 的 四 边 到 
原点 的 最 小 距离 为 ,最 大 距离 为 R. 由 相似 性 推出 ,对 满足 条 件 
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` (2. 8) 的 格 点 有 


kr < |mæ 十 mæ j| <Ç kR, max(|m |, lm,|) = k. 
(2. 10) 
由 于 
~ J 
GCA;A) — ° 
2 m] m, € Z [m0 + m2wz | 


利用 式 (2.9) 和 (2. 10) 得 
8 1 8 一、1 
Ri pi! < G(A;4) < 92 k2—i° 


这 就 证 明了 引 理 . 
引 理 2.9 i AEK, >22, K D>0. 那么 ,级 数 
1 


p< ea |Z 一 wj? 


在 |z| 志 DD 上 一 致 收敛 . 
证 由 于 在 有 限 区 域 上 只 有 有 限 个 格 点 w, 所 以 必 有 d>0, 使 
得 当 i|z| 三 D 二 |w| 时 有 |z 一 w| 宇 4d 这 0. 因而; 当 上 2| 志 D 二 iw| 时 有 


由 此 得 


1 2ta) 1 
— A =— — -一 . 
2, |z — o|“ ` d 2 lol’ 


D< tæl 


从 上 式 及 引 理 2. 8 就 推出 所 要 的 结论 ， 

定理 2.7 的 证 明 由 引 理 2. 9 推出 : 式 (2. 6) 中 的 级 数 在 任 一 
不 包含 格 A 的 点 的 有 限 闭 区 域 上 绝对 一 致 收敛 ,所 以 F(z) 是 半 纯 
质数 ,以 且 仅 以 oc A 为 其 极点 , 阶 数 均 为 ,以 及 所 有 的 0 关 wEA4 
都 是 其 周期 . 再 设 t+ 是 Fi(z) 的 周期 . 由 于 0 是 极点 ,所 以 zt 也 是 极 
点 ,因而 r€ A. 这 就 证 明了 前 半 部 分 结论 . 由 格 4 是 一 个 加 法 群 , 就 
下 即 推出 关于 奇偶 性 的 结论 . uE EE, 

由 于 Fi(z) 的 极点 的 阶 & 宇 3, 留 数 为 零 , 所 以 当 zo 不 是 极点 时 ， 
积分 


| F,(z)dz 
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与 路 径 无 关 , 且 有 
一 1 1 _ 1 
| Fdz = ; 122 (2 — o) Ce — oy |’ 


其 中 右边 的 级 数 在 任 一 不 包含 wa€h 的 有 限 闭 区 域 上 绝对 一 致 收敛 
(为 什么 ). 4 £2>4 时 ,对 zo 不 是 极点 就 有 


| Fide = Fi Fii e) — Pi(z0)), 


K 
F, ,G@) =— (k — 1)F,(z). (2.11) 

34 & 之 3,zo 一 rzrG4 是 极点 时 ,积分 
1 


u= 
与 路 径 无 关 , 且 有 
ju = 
— 1l 


1 l | 


RD A e o 
其 中 右边 的 级 数 在 任 一 不 包含 o€ A,w 关 r 的 有 限 闭 区 域 上 绝对 一 
致 收敛 < 证 明 留 给 读者 ). 对 k 宇 3 及 z€ 4, 我 们 记 
@H  (z;r) = r-i lz; A,T) 


ee y| an] 
o Tr fz o) (r 一 中 ) 17 
(2. 12) 
AFE, 4 ¿2>4 时 有 
rlz; = F(z) 一 > — (2. 13) 
r€ 


当 有 一 3,r==0 时, 记 
Oz)= Pz; A) = @;:(z;A,0) 
1 1 | 
z’ oa (z 一 w)’ wW 
这 是 一 个 十 分 重要 的 图 数 , 称 为 Weierstrass PKZ. 利用 以 上 讨论 ， 
容易 证 明 ( 留 给 读者 ) 


(2. 14) 


 —— 
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定理 2.10 ” 乡 (z) 是 二 阶 椭圆 函数 , 偶 函 数 , 有 且 仅 有 的 极点 是 
格 点 wE 4, 阶 数 均 为 2, 以 且 仅 以 0 关 wE4 为 它 的 周期 , 即 wi ,ws 是 
它 的 基本 周期 对 ,以 及 

@' (z) 一 一 2F,(z) (2.15) 
J — pra t| pa 3. 


S3 Weierstrass @ RAZOA HS BI cA RGR 


本 节 讨 论 Weierstrass AR (L K (2.14) BJ TER. 

定理 3.1 @'(z)= @ (x; A) E = Br Hk IM] pq 37 , E: ñr p8 2 , J K 
在 其 基本 平行 四 边 形 H= H, Co, wz)( 见 式 (1.16)) 上 仅 有 的 三 个 零 
点 是 ; @1/2,wz/2 和 (mm 十 oz)/2, 目 都 是 一 级 零点 . 

证 ”由 式 (2.15) ,定理 2.7, 性 质 2.1 和 2.5 知 ,只 要 证 明 所 给 
的 这 些 点 是 @' (z) 的 三 个 零点 . H @' (z) 是 奇 函 数 知 ,对 任 一 wEA4 
有 

P (—z+wo) = (—z)=— 9 (<). 
当 w/2 不 是 极点 时 , 取 z=w/2 即 得 (o/2)=0. HEK w/2,w/2 
和 (w +o) /2 都 不 是 极点 ;就 推出 所 要 的 结论 . 

推论 3. 2 对 于 任意 的 复数 cZ co, 角 (w/2), 儿 (ws/2) 以 及 
外 ((wi 十 w2)/2) ,名 (z)==c 在 其 基本 平行 四 边 形 了 了。 上 有 且 仅 有 两 个 
不 同 的 解 zi1，,Z2， 且 满足 

| z, =— z,(mod A); (3.1) 
当 c=, @(%,/2),@(o,/2)EKf0( (oi tHo) DEF, a) =c E II, E 
仅 有 一 解 ,相应 为 z=0,0/2,0/2 或 (wi 十 w2)/2. 

证 ” 当 c 王 ce 时 ,结论 显然 成 立 . 当 c 天 ce 时 ,由 性 质 2. 1 及 定理 
2.10 知 , 纪 (>) 一 c 是 二 阶 椭圆 函数 、 偶 函数 及 周期 集合 仍 为 4. 故 它 
在 II. 上 的 零点 个 数 ( 按 重 数 计 ) 为 2. 设 为 之 19 之 2。 当 之 1 一 之 2 时 ， 之 1 是 
@(z)—c 的 二 阶 零点 ,由 定理 3. 1 知 , 这 当 且 仅 当 z,= o, /2,a,/2 或 
Cwi 十 oz )72 时 成 立 ， 因此 这 时 相应 地 有 c=Plw /2), (ws/?) 或 
(wt o) /2). 显 见 这 时 亦 有 式 (3. 1) 成 立 . 当 zi> zo 时 , 必 有 zí > 
co) / 2 s co, / 2 和 《wi 十 ws)/2, 所 以 (为 什么 ) 
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2z, Æ 0(mod À), 
HDA o€ AE w— zı € Mo. H JH, K @ (x ) E: TB R R E LH : @ (o — z) 
= (z) =c. 由 此 及 上 式 就 推出 w 一 z: 王 zz (为 什么 ) ,这 就 证 明了 式 
(3. DEZ. 
定理 3.3 i r=min(|eo|: 0 关 wE 4). 那 么 ,在 区 域 0 过 |z|<=r 
中 有 Laurent Er: 


Pe) = Pz A) =z 2 + > (2m + 1)G;,, I (AD, (3.2) 


m=] 


@' (z) = @'(z;A) =— 22° + > 2m(2m + 1)G,,, (4A) t, 


m= 1 


(3. 3) 
其 中 


G, =G, 4A) = >` —, n2>3 (3. 4) 


Ewe À 


称 为 (关于 格 A 的 )n 阶 Eisenstein 级 数 . 
证 由 引 理 2.8 知 , 式 (3.4) 中 的 级 数 当 nn 宇 3 时 绝对 收敛 . 由 于 
wE A 时 必 有 一 w€4h, 所 以 
GantiCA) = 0, m 之 十 (3.5) 
当 |#/o | <1 时 ,有 


] 1 _ 1 -2 = z" 
Et -1 UOT D wr 
由 此 及 式 (2.14) 得 ( 取 wi,w 为 4 的 一 组 基 ): 4 0< |= | <r A 

pue )= 二 十 > Ze + D ZS 


wC À n= 


1 
2 2 ,和 >e ) (mw; + PUS yala 
max( |m |s |m, |) =k 


由 式 (2. 8) 一 (2. 10) 31, 34 lzi <r 时 ,上 式 右边 的 级 数 绝对 收敛 ,所 
以 可 交换 求 和 号 ,再 利用 式 (3. 5) 就 推出 式 (3. 2). 对 式 (3.2) 两 边 求 
FREAG. 3). 

@ CDE CDA HAA o€ A 为 它们 的 极点 ,因此 ,由 它们 构成 
的 多 项 式 一 定 满足 (为 什么 ): G) wE Ah 一定 是 周期 ;Gii) 仅 可 能 以 
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属于 A 的 ww 为 极点 ,而 且 要 么 没有 极点 ,要 么 所 有 的 w€ ARER 
点 . 这样 ,由 性 质 2. 3 知 , 如 果 我 们 能 构造 一 个 这 样 的 多 项 式 ,使 它 在 
z 二 0 解析 ( 即 在 z=0 处 的 各 极点 互相 抵消 ), 那 么 ,这 多 项 式 必 为 常 
数 . 这 就 是 下 面 的 定理 . 
定理 3.4 外 (z) 和 绢 (z) 满 足 关 系 式 
(K (z))? = 4(@(x))° — 60G, Cz) 一 140G;. (3. 6) 
这 也 就 是 说 ,w 一 和 (z) 满 足 微分 方程 


2 
s= = 4w? — 60Giw — 140G,, (3. 7) 
亦 即 复 三 次 曲线 ( 亦 称 椭圆 曲线 ) 
y = 4z° — 60G,x — 140G;, xy EC (3. 8) 
在 复数 域 上 有 参数 解 : 
— (z), r= Plz), + € C. (3. 9) 


证 ”由 式 (3.2) 和 (3.3) 得 
(@' Cz)? = 4z 5 — 24G,z 2 — 80G; + xz? f, (z), 
(fz)): = z * + 6G, + =° f(z), 
(Cz)? = z 5 + 9G,z + 15G; + z° f, (xz), 

其 中 Aile), f(D 六 (z) 在 z 一 0 解析 . 由 以 上 三 式 及 式 (3. 2) 得 
CE C)? 一 (4( 有 (=))3 — 60G, Pe) — 140G,) = z f,G), 
其 中 f(z) 在 z= 二 0 解析 . 因此 ,由 定理 前 的 说 明知 ?f(z) 必 为 常数 ， 

所 以 恒 等 于 零 . 这 就 证 明了 式 (3. 6) 及 其 他 结论 . 
定理 3.4 揭示 了 妇 郴 数 与 一 类 微分 方程 及 与 一 类 代数 曲线 的 联 
系 , 这 是 十 分 重要 的 . 定理 也 表明 D(z) 完全 由 G, 和 G, 所 确定 ,因而 
由 式 (3. 2) 知 ,也 应 该 完全 确定 所 有 的 Gmn 事实 上 对 式 (3. 6) 求 导 得 
AJE”) =6 C) — 30G, 由 此 及 定理 3.3, 比 较 两 边 系 数 就 推出 
定理 3.$ 对 mm 宇 4 有 递 推 公式 
(2m + 1)(2m 一 1) Gn — 3)G,, 


m— 2 
— = 32 C27 — ])(2m — 2r — 1)G;,G;, 2;. 


由 定理 3. 1 和 定理 3. 4 可 得 下 面 的 重要 结论 ， 
定理 3.6 设 
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g2 = 60G,, gs = 140G,, (3.10) 
以 及 
e = (w /2), ez = @(o,/2), es = C Cw, + o) /2). 
(3. 11) 


那么 ,elyezyes 两 两 不 等 , 且 有 

J G) = 4z° — gix — g; = 4G@ — e) (z — e) (r — es). 

(3. 12) 
因而 ,f(z) 的 判别 式 
A(f) =— 64(g; — 2783) Æ 0. 

证 ”人 先 证 el 关 ez. 夺 el1==es 二 e, 则 由 定理 3. 1 知 纪 (zx) 一 e 有 两 个 
二 级 零点 w1/2,wz/2. 丸 一 方面 ,由 性 质 2.1 和 2.5 知 ,给 (z) 一 e 是 二 
阶 椭圆 函数 ,基本 周期 对 仍 是 a + Wz. Hi + oo, / 2 和 coo / 2 均 在 基本 平 
行 四边形 Jobw ,wp》 上 ,所 以 纪 (z) 一 e 在 了。 上 的 零点 个 数 ( 按 重 数 
计 ) 不 小 于 4, 这 和 性 质 2. 5 矛盾 . 类 似 可 证 e £e, e; Zes. HIER E 
理 3.1 和 3.4 就 推出 式 (3.12) 成 立 , 上 且 f(x) 的 判别 式 不 等 于 零 . 熟 


和 若 ,fC(z) 的 判别 式 是 
4 0 >g: ~g 0 
0 4 0 SR 一 8s 
12 0 一 g 0 0 |=— 64(g; 一 2783)， 
0 12 0 —g 0 
10 0 12 0 E 
证 毕 . 


通常 ,不 计 因 子 一 64, 记 
ACA) = (g; 一 27g3), (3.13) 

称 为 是 格 A 的 判别 式 ,定理 3.6 证 明了 它 一 定 不 等 于 零 . 

对 一 般 的 判别 式 不 等 于 零 的 复 三 次 曲线 ， 

y = f(z) = az ++ br ++ cz + d, a0, A) £0, 
作 线 性 变换 r= (4 /a)  u—b/ 3a), NE N 

yt = glu) = 4u? — cdu — d', Ale) Æ 0. 

这 就 是 式 (3.8) 的 形式 . 如 果 存 在 一 个 格 4, 使 得 
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C = 60G,(A), d'= 140G¢6(A), 

那么 ,这 种 一 般 的 复 三 次 曲线 的 求解 就 由 定理 3. 4 完全 解决 了 .这 样 
的 格 是 否 一 定 存在 呢 ? 回答 是 肯定 的 ,这 将 在 定理 18. 4 中 证 明 . 

下 面 进一步 来 讨论 复数 域 上 的 三 次 曲线 (3. 8) 及 其 参数 解 
(3.9). 

定理 3.7 设 wows 是 格 4 的 一 组 基 . 那么 ,参数 解 (3. 9) 给 出 
了 由 式 (3. 8) 确 定 的 复 三 次 曲线 Z 上 的 点 (zy,y) 到 格 4 的 基本 平行 
四 边 形 H, 上 的 点 z 之 间 的 一 个 一 一 对 应 ,其 中 曲线 上 的 无 穷 远 点 
(zy) 一 (coyco) 对 应 于 点 z 一 0. 

证 ”曲线 (3.8) 上 仅 有 一 个 无 穷 远 点 r= y=, MAM. 9) 
Æ z€ Ho。 上 当 且 仪 当 z= 二 0 时 给 出 一 个 无 穷 还 点 (为 什么 ) ,这 就 证 明 
了 无 穷 远 点 (rx;y) 二 (co,00) 和 点 z==0 之 间 对 应 的 惟一 性 .下 面 来 
讨论 曲线 LZ 上 的 有 限 点 (zy) 和 Te 上 的 点 z 关 0 之 间 的 对 应 关系 ， 
先 来 证 明 在 对 应 (3. 9) 下 ,1。 上 均 不 为 零 的 不 同 的 两 个 点 ziz W 
对 应 SZ 上 的 不 同 的 点 , 即 

CKI Cz) E (21)) £ (P22) E (z,)), 
zi ° zx, € H,, zz Z 0. 

A£ (z) @(x,) MZ k r PF @0(z,)= @(<x,) ,由 推论 3. 2 知 必 有 
z:= — zı (mod A) , HLL @' Cza) = — O Cz). IN J, , @'! (x,) = @' (x) > 
HAHP (zi) = 0. 由 定理 3. 1 知 ,这 时 必 有 z= 二 /2, o, /2 或 
(wm 十 wz)/2. 进而 由 推论 3.2 知 z,—= xi, r JS. 这 就 证 明了 所 要 的 结 
论 . 

这 样 , 剩 下 的 是 只 要 证 明 : 曲线 SZ 上 的 任 一 有 限 点 《zi,y1), 必 
有 zi1E LL, WEH == @(x,) , y, = Cae). 由 推论 3.2 知 , 必 有 xz, € H, 
使 得 zi = @(x,2. 由 定理 3.4 知 点 (zi 多 (z1)) 在 曲线 S 上 . 另 一 方 
面 , 对 给 定 的 zi ,曲线 乡 上 可 能 有 的 横 坐 标 为 zi 的 点 是 (zi, 土 y1) 
(为 什么 ), 因 此 

yi = P (z) 或 一 Ø (z1) (= @' (— x,)) 

人 至少 有 一 个 成 并 .大 yi = @' (z) W >, 即 为 所 求 ; 若 y= z), 
则 取 扣 z; € H, 满足 z;==—z= (mod A) ,z; 即 为 所 求 .证 毕 ， 

综合 以 上 讨论 ,在 对 应 式 (3. 9) F MAHR sz 上 的 点 (z,y) 和 
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基本 平行 四 边 形 II,Co,) wz) 上 的 点 z 之 间 有 如 下 的 一 一 对 应 关系 : 
(co,co)<— 0, 
(@ËG),0)— zx, z = o, /2,%,/2 ,或 (m + o,)/2, 
(lz), (z))—z, z Z 0,%,/2 ,o,/2 , E (o, + co,)/2, 
KC), E 2)) = (@(z), — O (z2))—=>x', = € IL, 
z! =— z(mod A),z Æ 0,o,/2 o, /2 , ak (w, + @o,)/ 2. 
(3. 14) 
这 表明 椭圆 曲 线 (3. 8) 和 一 维 复 流 形 环 面 A\C= 之 间 存 在 一 
一 的 解析 对 应 (3. 9). 为 了 更 清楚 地 讨论 代数 曲线 ,特别 是 它 的 无 穷 
远 点 ,需要 引进 所 谓 的 射影 坐标 ,这 在 任意 一 本 代数 曲线 的 教材 中 都 
能 找到 ,这 里 不 子 讨 论 . 
Ho 中 的 点 在 模 A 的 加 法 下 构成 加 法 交换 群 ,而 椭圆 曲线 se 上 
的 点 (包括 无 穷 远 点 ) 在 对 应 (3. 9)( 即 (3. 14)) 下 ,与 I。 上 的 点 有 一 
一 对 应 的 天 系 . 对 z€ I, 记 红 上 的 对 应 点 为 


P, = (z), P (2)). (3.15) 
一 般 的 , 当 zEC 时 ,P. 仍 由 式 (3.15) 给 出 .这 样 ,显然 有 
P, = Pa, z ==: “(mod A), (3. 16) 


通过 这 种 对 应 ,由 H, 中 ( 即 c 中 ) 的 模 4 的 加 法 可 以 来 定义 , 即 诱导 
出 曲线 sZ 上 的 点 的 一 种 “加 法 ?运算 , 记 作 弗 , 即 定义 

P. BP, — P. pe, = (01 + z) (zi + z2)). (3.17) 
容易 验证 ,在 这 样 定 义 的 “加 法 ”四 下 , 空 上 的 点 构成 一 个 加 法 交换 
群 . 它 的 零 元 素 是 Po= (ce,co), 即 sZ _E BJ 6336 t. P, 的 道 元 素 
一 已 ., 设 为 Ps, 应 满足 

P, = P, @ Puo = (z + xo) ,@! (z + w)), 
所 以 ,w 由 下 式 惟 一 确定 : 
> + w= O(mod A), w € LL, 
即 
— P, = P.. (3. 18) 

容易 证 明 ( 留 给 读者 ): 34 z=0,o//2,o,/2 或 (wi 十 ws)/2 时 ,P, AJIA 
元 率 均 为 自身 .一般 的 ,车 z 是 A 的 NN 阶 点 ( 见 定义 1.7), 则 P. 的 
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道 元 素 P -=P N-e > 
现在 来 讨论 这 样 的 问题 : 对 给 定 的 P,P,€ 纪 ,能 否 给 出 其 和 和 
Pat Ej P, ,Ps 之 间 的 明确 关系 . 当 zz 至 少 有 一 为 零 ,或 zi 十 zz 
==0(mod 4) 时 是 显然 的 . 在 一 般 情 形 下 ,有 下 面 的 
定理 3. 8( 椭 图 函数 的 加 法 公式 〉 在 定理 3.7, 式 (3.15) 和 
(3. 17) 的 符号 下 , 设 
z z, € Ih, zz; Z 0, z + z, Z O(mod À), (3.19) 
及 复 三 次 曲线 SZ 上 的 点 Pi =P, ,Pi 二 Ps ,与 它们 的 和 P= P. + 
那么 ,一 P 就 是 连结 点 P, 和 P, WEER P = P, 时 是 sZ 在 该 点 
处 的 切线 ) 与 复 三 次 曲线 多 的 交点 ,并 有 以 下 的 公式 ， 
G) 当 
z, Z zx; (3. 20) 
时 ,有 
zi z) =— Plz) — Ole) + (1/4) {Ch Cez) 
— (@' (z2))/ (Cz) — @(z,)))?; — (3.21) 
Gi) 214 
Z1 = zZ? (3. 22) 
时 ,有 
(2z) 一 一 2 (20) + G(1/4)(@"”z)/ @ lz). (3.23) 
证 jTz = gl), y= (z), j=1,2. BRG. 19). 20) 
知 ,连结 点 Pi 和 P, 的 复 直 线 方程 是 | 
7 y r = m = Be = TEA . 3.24) 
把 它 记 为 y=m<=+- b. 这 直线 和 曲线 sZ 的 交点 就 是 方程 组 
y = mz + b, 
y = f (z) = 4r? — 60G,z — 140G; 
的 解 . W DL, z 必须 满足 方程 (mx 十 5? 二 4x; 一 60Gszx 一 140Gs. 由 代数 
基本 和 定理 知 ,这 方程 的 解数 为 3( 可 以 出 现 重 根 ), 且 已 知 两 个 不 同 的 
解 zz 设 第 三 个 解 为 xs, 它 满足 
z, + x, + x, = mš/4. (3. 25) 
相应 于 zs 的 曲线 s# 与 直线 (3. 24) 的 第 三 个 交点 为 (zs, ys) , ys = 
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mz; +b. 设 z, € IL; ,z,= (z3) ,y,= @! (z3), EU P. ,二 (£3, y3). 这 样 ， 
就 得 到 了 直线 (3. 24) 5 % 的 全 部 交点 P,P ,及 P, , H x 
Z= zj, L223 时 ,有 
P (z) — m @(x) — b = 0. (3. 26) 
及 过 来 ,使 上 式 成 立 的 z€ H, 所 确定 的 点 P: 是 直线 (3. 24) 与 sZ 的 
交 扩 . 因此 ,z= 二 zi,zs,zs 是 三 阶 椭圆 函数 知 (z) —m £ Ge) — b # II, 
上 的 全 部 零点 .注意 到 它 在 M 中 仅 有 的 极点 是 >==0, 因 而 由 性 质 
2.6 及 其 后 的 附注 就 推出 
z, + zx; + zx, = 0(mod A). 
因而 有 
P, 中 了 .= P. +=, = P _,, 
= (@(— z), (— zxs)) 
= (£3, — ys). (3. 27) 
从 式 (3. 25) É (3. 27) #Ë H =Ñ (3. 21) 成 立 . 这 就 证 明了 满足 条 件 
(3. 20) FERRAZ. 
条 件 (3. 19) 和 (3. 22) 成 立时 ,可 以 看 做 是 zx, 十 zz 趋向 于 z, 的 极 
限 情 形 . 设 曲线 sZ 在 点 =, 处 的 切线 方程 是 y= mz t b, mi = 
DC) P (z) .我 们 同样 可 以 重复 上 面 的 讨论 证 明定 理 的 结论 及 式 
(3. 23) 成 立 . 具体 推导 留 给 读者 . 
定理 3. 8 的 漆 亮 结论 揭示 了 所 定义 的 椭 加 曲线 上 的 点 的 ‘加法? 
的 实质 , 它 有 明显 的 几何 意义 . 如 果 在 实数 域 上 讨论 椭圆 曲线 ,那么 ， 
它 的 点 的 加 法 ”可 以 清楚 地 用 几何 作 图 来 实现 ( 见 图 3. 1 一 3. 4). 
居 圆 曲线 的 重要 性 在 于 许多 著名 的 不 和 定 方 程 与 其 上 的 有 理 点 有 
大 . 本 章 的 问题 20,21 就 是 关于 同 余数 问题 和 椭圆 曲线 之 间 的 联系 
(参看 LNK]). 建议 读者 看 关于 椭圆 曲线 的 通俗 介绍 文章 : R. K. 
Guy, My favorite elliptic curve; a tale of two types of triangles, 
AMM, 102(1995),771~781 ,以 增加 感性 认识 . 
在 本 地 最 后 ,我们 来 证 明 椭 贺 函数 域 8(w ,ow,) 中 的 任 一 函数 一 
定 可 用 纪 (z) 和 纪 '(z) 来 表示 . 证 明 的 思想 方法 和 定理 3. 3 是 一 样 的 ， 
但 推导 要 复杂 得 多 . 
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图 3.1 H 3.2 


图 3.3 图 3.4 


定理 3.9 设 wi,w, 满足 式 (2.2),F(z)EG(woyos). 那 么 ,一 定 
存在 有 理 函 数 鼠 和 天 使 得 
f(z) = H(@CG 5) + @ Cz)K(@çe)), (3. 28) 
其 中 好 (z) 一 所 (z;A) , 格 A= Alw ,w,). 
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证 HT f,G@G) = (J (z)+ f (—x))/2, f, (z) = (f (x=) — 

Jf(—z)) /(2 E (Cz)) 都 是 偶 函 数 ( 包 括 和 常数 ) ,属于 # Co, ,o,) AR 
f(z) = file) + E G) f, (e), 
所 以 ,不妨 假定 SOERA. 现 考虑 用 (z) 的 基本 平行 四 边 形 ,二 
ICa sw AAC. 162). R a € Il 是 f(z) 的 极点 ; 阶 为 m(a)(m(a) 
为 人 负 时 是 零点 ). 再 设 
Jf (z) = (z — a) ™g(z), (3. 29) 

g (z)f#fE 8 a 解析 且 不 等 于 零 , 现 按 a 在 ,中 的 位 置 分 两 种 情形 来 
讨论 . (注意 : Tl, 不 一 定 是 f(z) 的 基本 平行 四 边 形 . ) 

(1) a = wi/2,w/2 或 《wi 十 ws)/2. 由 于 f (z) RE 8 PS $N , 2a 是 周 
期 , 故 有 

Jf (a + z) = f(— a — z) = fla — z). 
由 此 及 式 (3. 29) 得 
gla + z) = (— 1) ”@ g(qa — z). 
令 z— 0 就 推出 ma ERK. 由 于 ,这 时 z==a E: — Br lš [B| P8 32 @ (z ) 
一 和 (ca) 在 其 基本 平行 四 边 形 H. 上 的 惟一 的 零点 , 阶 为 2, 所 以 
(@G@) 一 @(a)) OA 

在 H, 上 仅 有 的 极点 是 x 二 a, 阶 为 mla). 

G) aÆ0, w /2,w/2 或 (ol + o>) / 2. 这 时 相应 的 点 2a 也 在 了。 
E: 


w — a, `4 a = cw, 0 < c < 1,c Z 1/2; 

Ww, — aG, `4 a = co,,0 < c < 1,c Æ 1/2. 
显 见 ,ae a K a*a, 或 (m 十 wz)/2. 击 于 f (z) JE f PS 32% , Bj 
以 人 


a` = 


| >4 a Æ I 内; 


= J(a* + z) = f(— a + z) = f(a — z). 
由 此 及 式 (3. 29) 知 ,点 a " bE f(z) 的 mCa) 阶 极点 .由 于 z=a 和 a 
是 二 阶 椭圆 函 数 有 (>) 一 只 (ec) LR) pla )) 在 其 基本 平行 四 边 
É TL, 上 的 仅 有 的 两 个 不 同 的 零点 , 阶 数 均 为 1( 为 什么 ) ,因而 
(lz) 一 Ola) ”@ 
在 H, 上 仅 有 两 个 不 同 的 极点 z=a 和 a" , 阶 数 均 为 ma). 现 取 
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172 
, 


Mee) = [ [RE — @ca)) "° | 


a0 
其 中 连 乘 号 表示 对 f(z) 在 H, 上 除去 a= 0 外 的 所 有 零点 和 极点 a 
求 积 . 这 里 要 指出 的 是 : 当 a 属于 情形 GG) 时 (ec) 为 偶数 ; 当 a 属于 
情形 (ii) 时 乘积 中 有 两 项 
(Pe) — Pla) = (Qe) — la )) "ee ), 

所 以 ,总 的 指数 定 被 2 整除 . 容易 看 出 ,在 H, 上 除去 z=0 外 ,M(z) 
和 SARAFA ;里 M (xz) €C Elw sw). 因此 ,以 wl 和 CO 
为 周期 的 半 纯 函数 f (z) /M(z)#E H, ER z—= 0 外 既 无 极点 又 无 零 
点 .由 性 质 2. 3 知 必 为 常数 .证 毕 . 

定理 的 证 明 表 明 ; 当 f(x) 是 偶遇 数 时 ,一 定 可 表 为 各 (xz) 的 有 理 
函数 . 此 外 ,我 们 也 一 定 可 取 纪 (z) 和 f(z) 有 相同 的 周期 集合 . 
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本 节 将 简单 介绍 一 类 重要 函数 一 -Theta 函数 ,其 目的 是 G) 
通过 它 给 出 了 另 一 个 构造 栖 圆 函数 的 方法 ;更 主要 的 是 (ii) 讨论 特 
殊 的 Theta KÆ 0 zo) LR (4. 19)) 及 0 Go; X) C R s (4, 37) — 
(4.39)) , 它 在 模 形 式 理 论 中 是 十 分 重要 的 . 

在 本 节 中 始终 用 以 下 符号 ， 

q =e wE H; <= e>, s € C. (4.1) 
我 们 记 
O (slw)=— i >` (一 ] J ent D werxi(2n 二 1 


yl == — G 


pe 
+ 2 
—— i ` (一 1) g HYD" yt1/2) 
n= — Qo 


_ 25 (— at sin (2n 十 1)ns; (4.2) 


n= 0 


= 2 ， 2 
OCs |w) = > e(n+1/2) w am (2z-+-1)s — > q OHD? Ce 二 12) 
7 


= — c n= 一 c 


一 2 Xq+? cos(2n 十 1)xs; (4. 3) 
n=0 
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Q 


@, (s|) = > en we2rnin 一 b q" z" = ] + 2 > gr" cos2wns; 
a=] 


开 一 一 Ce m= — O< 


(4. 4) 


(a 


@,(Gs|vo)= > (— 1)"e™ “en 一 S) (一 1)"q" z" 


A= — G = — oo 


=1+ 25 1)"g" cos2ans. (4. 5) 


它们 都 是 两 个 复 变数 oC H,s€ C 的 函数 ,对 固定 的 wEH, 是 ;的 
EAA, O 是 s 的 奇 函 数 , 其 他 三 个 是 偶 函 数 ; 对 固定 的 s EC, 是 
wEH 的 解析 肾 数 (为 什么 ). 简单 地 说 ,它们 及 由 它们 和 相生 的 函数 称 
为 Theta 函数 . 

设 A 一 e "e ,容易 验证 ( 留 给 读者 ) 由 表 4.1 给 出 的 等 式 . 


家 4.1 
@,Gs+1|z=)= — 9, (slw) (s+wlw)=— A9, (slw) 
@,(s+ 1 |x) = —@, (s |x) @,(s+xc|uu)= A6;(s|xo) 
@,(s+1|]|z)= @,.G(sl<xo) O ls tw!w= A@,(slzo) 
@,(s+1|z)= 8,(s |w) 6, (s-Fzo |[vu) = AG, (s |w) 


骨 设 B= e ie ,还 容易 验证 ( 留 给 读者 )6B; 可 以 互相 表示 ,这 由 
表 4.2 给 出 . 


w 4.2 
$ s+ 1⁄2 stw/2 s+(1+<c<o)/2 
@,( = jw) A (s |z) @, (s ]xo) iB, (s |w) BO; (s |w) 
@,( = lw) @, (s |vw) —6@, (s |w) BBs(slw) —iB8,(s|w) 
AC- |w) O; (s lw) @, (s lw) Bë, (s |w) 1BG (çs |w) 
@,( = jw) A, (slw) @, (slw) (Be, (slw) B8, (s |w) 


定理 4.1 对 固定 的 wEB,G) s 的 整 函 数 Bi(s|w) 的 全 部 零点 
都 是 一 级 的 ,由 格 Aw, DAE; Gi) s 的 整 函数 86,(s 1w) 的 全 部 零 
点 都 是 一 级 的 ,由 点 集 1/2 十 A(w,1) 给 出 ; Gii) s HRAN @, (s |w) 
的 全 部 零点 都 是 一 级 的 ,由 点 集 (1 十 ww)/2 十 4(z,1) 给 出 ; (iv) ;的 
ERA BCslw) 的 全 部 零点 都 是 一 级 的 ,由 点 集 zo /2 + AGo.1 25 
出 . 
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证 ”我们 来 证 Gi), 其 他 几 个 的 证 明 是 类 似 的 , 留 给 读者 . 由 表 
4.1 的 第 一 行 及 式 (4.2) 立 即 推出 @, (0 |zo)=6,(1 |<“) = @, Gol xo) 
二 0, 及格 A(w,1) 的 格 点 都 是 @, (s jw) 的 零点 . 剩 下 还 要 证 明 除 此 之 
外 O Clu) 没有 别 的 零点 . 为 此 ,只 要 证 明 @, (s jvw) 在 格 ACw,1) 的 
基本 平行 四 边 形 一 (Cw,1)( 见 式 (1. 16)) 上 仪 有 的 零点 是 ;二 0 
(为 什么 ). 容易 证 明 , 一 定 存 在 = 一 ”~(1 十 由 ?满足 : 0<><1/2,185 
得 @(siw) 在 格 ACw,1) 的 基本 平行 四 边 形 I,= A+ H Gu ,1)( W. À 
(1.17)) 的 边界 上 没有 @, (s |w) 的 零点 (为 什么 ). W L ,.,s= 0 # H, 
内 . 这 样 ,就 变 为 要 证 明 B,(s|w) 在 格 A(w,1) 的 基本 平行 四 边 形 TT, 
上 仅 有 的 零点 是 ;= 王 0( 为 什么 ). 设 @,(s|*o)# I 上 的 零点 个 数 ( 按 
重 数 计 ) 为 N. 显然 有 
| Bi (s |w) 
abcd Ë, (s iw) ° 
其 中 abcd 是 H, AAA AEA [8], 
见 图 4.1). 用 性 质 2.6 .的 证 明 方 法 及 
表 4. 1 的 第 一 行 可 得 


N = (2m) ` "| IE: Tilog 


N = (2ri) ' 


d (A+w) 


的 | (s |zo) 


Ë @, (s + ww 


O (s| w 
+Í ds log g. EST 
进而 推出 入 二 1, 这 就 证 明了 所 要 的 
Bo 4.1 结论 . 具体 推导 留 给 读者 . 
一 个 整 函数 可 按 它 的 零点 展 成 无 穷 乘积 ,对 O, 有 下 面 的 定理 . 
定理 4.2 对 固定 的 wEH, 有 无 穷 乘 积 展开 式 


@, (s |zu) = 2e™™/tsinxs | | (1 一 e2%mwy(] — ewei) (] — ee 2i) 


m= 1 


ds), 


x 


= 2q''tisinxs | | (1 — q?”)(1 ~ gz) Q 一 qz); (4.6) 
m=] 


@,(s |w) = 2e% tcosrs [| (1 一 ee) (1 十 eve ) (1 十 e28mee — 252 ) 


m= j 


= 2q'/tcosxs | [| a — 2272 (1 + gz) A + gz; (4.7) 
m=I 
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@, (s |w) = I! (1 — e 2ëmte ) ( ] + esm(2m 一 1)wezn ( 1 十 emm- Dwe 2ms) 


m=] 


= || 0 nA + ga” z(t g); (4. 8) 
m= 1 


@,(s |zo) = a — e2xime) (J — e“ Cn Dwe?) (] 一 ei2m— Dwe 2s) 


m=] 


= [a2 mna — aTa g). (4.9) 


m=] 


证 lai< 633838 
F(z) = || a + 212) + 222121), z 0 (4.10) 


m=] 


WA, CUER z= !,kEZ 为 其 零点 , 均 是 一 级 零点 .注意 到 
qe", , F (ez: R s WERA, HAA 6B;(s|w) 有 完全 相同 的 零点 
集合 (为 什么 ). MAT (s|) =@,(s|zo)/F e Ek— 4" WF 8 2 Pt Él 
EAA. 利用 表 4. 1 容易 验证 ( 留 给 读者 );: 
T(s+ l|) = T(s|zu), Tis + wlw) = T (s |w). 
XK RRK T (s |o ) R — 4" XX JEJ RH p 2% , PS J, E — 4" Hü IBU pç 2 , 1 
由 性 质 2. 3 知 它 是 一 个 常数 , 即 T (s |o) = T Go). 下 面 来 计算 
T (w). 
由 式 (4. 4) 及 (4. 10) 容 易 算 出 


B:(1/2|w) = X ~— D = TQ) TT G — 22152, 


n= — co m= 1 
进而 有 
Tw) || Q — gm 
m= 1 
=| $ © pa] {Ta -ma 25): 
n== — oo m=] 

= S (w). (4. 11) 

类 似 可 得 


@,(1/4|x)= >` irq” = 5> (一 1)"g” 


n= — o n= — oo 


= Tw) [| a +g”), 
m=1 
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Tv) || a — 2”! 


m= 1 


-| c pa) [a-a - 5): 
m=] 


p == — GO 


= S (4w), x (4. 12) 
这 里 用 到 了 g==e™. 由 式 (4.11) 和 (4.12) 就 推出 (为 什么 ): SGo)= 
1,wEH. 这 就 证 明了 式 (4. 8). 其 他 三 式 可 类 似 证 明 , 留 给 读者 . 

下 面 我 们 利用 Theta 函数 来 构造 椭圆 函数 . 为 此 记 
dA, (slw) 


@ Go) = qs |,, 
Bi(w) = 0; (O0lw), j= 2,3,4. 
(4. 13) 
显然 有 
Bi Cw) = 2xg T] (1 — q”), <o € H. (4. 14) 


m=] 


@,Go) = 294 [a emaa ag, wE H. (4.15) 


m=] 


Bw) = ]|] G — 22) + 212, wE H. (4.16) 


m=] 
Ow) = || Q -mna — 212, wE H. (4.17) 
m=1 


进一步 构造 浮 数 | 
fiGs|uo) = {0 Go) /@,Go)) ( (s |o )/@,(s|zo)), 


x s€ C, x€ H, j=2,3,4. (4.18) 
定理 4.3 我 们 有 表 4.3 和 表 4. 4. 
3 4.3 
fils+1|lw)= fols|w) f: (s+-xo |xo) = — fx (s lw) 
falst 1]z26)= — fls |w) fals+rw lw)= — fa (s lw) 


f.G-+ 1|a)= — fils lw) f. Gs+<zo|zue)= falslw) 
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K 4.4 
1/2 w/2 (1+w)/2 
f<» pw) 0 —in (vw) —ix@ (xo) 
fs * |w) xð (xo) —ix@; (rw) 0 
f. ° (w) x@ Cw) 0 x@ (xo) 


表 4.3 和 表 4.4 分 别 由 表 4. 1 和 表 4. 2 推出 ,具体 推导 留 给 读 
者 .现在 我 们 来 证 明 

定理 4.4 对 固定 的 wEH, 作 为 ;的 半 纯 函数 ， 

G) f(s lw) (7 一 2,3,4) 都 是 以 zo ,1 为 基本 周期 对 的 二 阶 椭圆 
函数 ,其 全 部 极点 就 是 Aw DRA , 均 是 二 级 ; 

(ü) f(s |w) E 2w,1 为 基本 周期 对 的 二 阶 椭圆 肾 数 ,其 全 部 
极点 就 是 AC(w,1) 的 格 点 , 均 是 一 级 ; 

Gii) f(s1w) 是 以 2w,2 2382818] RB ATA gu Dr f Bl pç 22 , F 2 B 
极点 就 是 4(w,1) 的 格 点 , 均 是 一 级 ; 

(iv) Alil EU w,2 AEE Jš RR X pJ — Er ff a pç # , H. 2 zl 
极点 就 是 A(w,1) 的 格 点 , 均 是 一 级 . 

证 容易 看 出 ,对 固定 的 wE 如 ,作为 :的 半 纯 阔 数 ,fj(s|w) 
(J7=2,3,4)# s=0 有 一 个 一 级 极点 . 这 样 ,由 表 4. 3 立即 推出 所 要 
的 全 部 结论 ,具体 推导 留 给 读者 . 

以 后 在 模 形 式 理论 中 要 用 到 的 重要 函数 是 
0, (rzo) 一 Oo) = A, Olw) = O, Cw) 


= Ņ ee Da, x€ H, (4. 19) 


0,Go) = 0(2x6) = D e= Dg, xo € B, (4.20 


= — OO 


Ow) = 0(ku), k €C N, <o € H, (4. 21) 

以 及 下 面 由 式 (4. 37) 定 义 的 0w: X). 现 来 讨论 它们 的 性 质 ,这 是 本 
广 的 重点 .下 面 的 引 理 是 非常 有 用 的 ,通常 称 为 Poisson 求 和 公式 . 

5| 理 4.5 设 f(z) 是 定义 在 整个 实 轴 上 的 实 函 数 . 那么 , 当 条 

件 (i) 在 任 一 有 限 区 间 上 有 限 变 差 . 再 设 存在 正 数 4, 使 当 >= A 及 
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z<—A 时 ,f(z) 均 单调 ,以 及 积分 | f(z)dz 存在 ;或 条 件 (ii 在 


整个 实 轴 上 二 次 连续 可 微 ,以 及 积分 | fCz)dz 和 [17(z)1dz 
均 存 在 ,有 一 成 立时 ,我 们 有 


> Fo) = >` gD, 
n= 一 Co I= —co 


其 中 f (=) S RER 38 xz) 在 点 过 处 的 左右 极限 的 平均 值 , 求 和 条 
件 ”表示 级 数 取 主 值 ,以 及 


gy) = | fje dz, — oo<y<o. (4.22) 
证 ” 先 来 证 明 当 条 件 (i) 成 立时 结论 成 立 . 由 单调 性 及 积分 存在 
知 , 消 数 项 级 数 
SG) = > re +u), —co<u<c (4.23) 
收敛 , 且 在 zx 的 任 一 有 限 区 间 上 一 致 收敛 ,以 及 所 确定 的 泪 数 S Cu) 
以 1 为 周期 . 设 正 整 数 NZA, S 
SG)= >) /@ +u + >, Jatt fO + u) 


= F (u) + Flu) + Flu), 0 < z < 1. 
显 见 ,Fj(wu),Fs(w) 在 L0,1j 区 间 上 单调 ,以 及 Fl(w) 在 [0,1j 区 间 上 
是 有 界 恋 差 的 .因此 ,由 Fourier 级 数 的 Dirichlet-Jordan 收 伍 判别 法 
推出 


c , ] | 
2 SG.) + S0- = 27 | Saoe =edu. 
1 二 一 0 


另 一 方面 ,由 确定 S(w) 的 级 数 在 的 任 一 有 限 区 间 上 的 一 致 收敛 性 
推出 


z 80.) + S0-D= +| D fe + 0) + Drao) 


以 及 


1 
| SCoe -dr = >f fin + u)e du = g(D. 
Ü 
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综合 以 上 三 式 即 得 所 要 结论 . 为 了 证 明 当 条 件 (i 让) 成 立时 结论 也 成 
并 , 先 来 证 明 ， 当 条 件 ( 让 ) 成 立时 必 有 


lim f' (z) = lim f(x) = 0, (4. 24) 
以 及 级 数 
Dra, `>; fO) (4. 25) 


Wika 由 积分 | ”f(z)dz FEA, M nont, f(z)dz 一 0， 
因而 由 积分 中 值 定 理 知 , 存 在 A: 
n< À < xn 十 1， n= 0, + 1, + 2,-°°, 

使 得 

im 了 (A,) = 0. (4. 26) 
进而 由 微分 中 值 定 理 知 ,存在 7, : 

n < À, < 7, < Ant < n + 3, n =0, + 1, + 2,°°, 

使 得 

dim f° (07,) = 0. (4. 27) 
另 一 方面 ,从 积分 | Pa) dz 存在 ,推出 极限 Him P Ca) ft 
im f(z) 均 存在 (为 什么 ), 由 此 及 上 式 就 推出 

lim f° (z) = 0. 
对 任意 的 z, 必 有 惟一 的 ”使 得 n 才 加 志 Xz 过 41 声 n 十 2. 因而 有 

fz) — F) | = | F odu 


这 样 ,由 以 上 两 式 及 式 (4. 26) 就 推出 
lim f (z) = 0, 
这 就 证 明了 式 (4. 24). 下 面 来 证 式 (4. 25) 中 的 级 数 的 收敛 性 . 我 们 有 


f' (n)= | 广 (z)dz + | (f! m) — f! (z=))d= 
#— 1 n—1 


< 2 max |F (z) |. 
A UT 


= f(n) 一 (na — 1) + | az| Poy 


= fa) — f(n — 1) + | O — n + 1)”Gy)dy. 
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上 式 两 边 对 n 求 和 ,利用 式 (4. 24) 得 到 
> f'm)= > [o — n + DFP Ody, 


右边 的 级 数 由 条 件 : 积分 | |C) dz 存在 ,推出 它 绝 对 收敛 . 这 
就 证 明了 式 (4. 25) 中 的 第 一 个 级 数 收敛 . 类 似 可 得 
f=| Aerodz+| G — n + DEO 


_ Í ” f(z)dr + L P'O) — ral (y — n + 1} f"y)dy. 
n—1 n—i 
进而 有 
这 fm) =| fda + > D f' m) 


F = — GO 


5 | o — n + 1X} f" (y)dy. 


= — > 


_ 1 

2, 

由 条 件 (这 及 已 经 证 明 的 级 数 >， 记 (nm) 收 敛 ,就 推出 上 式 左边 的 级 
数 收敛 . 

现在 可 以 来 证 明 : 当 条 件 (ii) 成 立时 定理 结论 成 立 . 显 见 ,在 条 

件 (i) 下 ,积分 | f(z+w)dz,| |f æ+u) ldr, 4 u 在 任 一 有 限 

区 间 上 变化 时 ,都 是 一 致 收敛 的 . 因而 ,由 证 明 式 (4. 24) 和 (4. 25) 的 

过 程 ,容易 看 出 : 函数 项 级 数 D, Satuk > f' n+u)#E u 的 任 


a= 一 OO A= — 


一 有 限 区 间 上 也 都 是 一 致 收敛 的 .因此 ,同样 可 设 S(x) 由 式 (4. 23) 
给 出 , 它 是 周期 为 1 的 连续 可 微 函 数 . 设 S Gu) BJ Fourier 级 数 是 
SG) = J ae, 


其 中 
1 ] _ °” 
a 一 | S (we "du 一 | > f(n + ue du 


a= 一 co 


= > | Fo Tae meda = | fGOe "du = gl), 
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这 里 可 交换 求 和 号 与 积分 号 是 因为 定义 SC(w) 的 级 数 ( 见 式 (4. 23)) 
在 区 间 [0,1] 上 是 一 致 收敛 的 . 取 u=0, HAA. 22) 及 以 上 两 式 即 得 
所 要 结论 .证 毕 ， 

定理 4.6 iz a 是 实数 ， 


(TX,a) = > e 一 x(" 二 ca) < ， + > 0. (4. 28) 
我 们 有 | 
#CGl/z,a) = rx De m ztia, t> 0. (4. 29) 
特别 当 a 二 0 时 有 
P/L) = plr), <> O, (4. 30) 
其 中 


证 在 引 理 4.5 PR fClu)=exp(—nlu+ta)/x), CW ERI 
G). 作 变 量 蔡 换 & 十 4 一 zy 得 到 | 


g u) = | exp(— z(u + a): /re 2" dq 
= ze te| e —=G+io d y 
— A me too, 
最 后 一 步 用 到 了 熟知 的 结果 (利用 复 分 析 中 的 Cauchy 积分 定理 ) 
| e Gio” d y — | e= dy, 
及 概率 积分 ( 见 式 (36. 3)) 
| e “du = AZ x. 
综合 以 上 所 得 ,由 引 理 4.5 就 推出 所 要 结论 . 证 毕 . 
利用 解 新 开拓 ,由 和 定理 4. 6 立即 推出 (证 明 留 给 读者 ) 
定理 4.7 我 们 有 
0(— 1/w) = Ge/i)!'20Go), <o € H, (4. 32) 


xH Jy (1)12—1. 
相应 于 PDM 0Go), TEE Z REE. 
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定理 4.8 设 x 是 模 & 的 原 特征 (其 定义 见 附录 835 定义 
35. 2) ,z=>-0. 再 设 


pX) = 2  XG@)exp(— nzn?/k), 4X D= l1; 


n = — C 


(4. 33) 


T) 


plx; X) = > nXG@)exp(— xzzn'/k), 4 X(— 1) =-— 1. 


H= — 作品 


(4. 34) 
那么 ,我 们 有 
#CG1/z=;X) = TOO C/R) GryX), AX I= 1; 
(4. 35) 
PA/x; X) =— it(XHax(x/k) plx; XH, 当 X( 一 1) 一 一 1， 
(4. 36) 
其 中 


Ë 
r(X) = > XG@)e@/k). 
n=1 
证 4 xX(—1)=1 时 ,由 定理 4.6 可 得 
是 
钞 (1/ziX) 一 2 XG )ó(k/=z,m/k) 
m=1 


| 


k oo 
(x/k)? > Y(m) > @—™ x/k+2rinm/k 
m=] 


a = — (2 


(z/k)!2 >] GonsX)e™ =, 


a = 一 CD 


由 此 及 性 质 35. 16 就 推出 式 (4. 35). 下 面 来 证 式 (4. 36). 4 y(—1) 
一 一 ] 时 ， 


k oo 
#G1/z;2) =k > Xn) X, Q + m/k) 


° exp( — n(l + m/k) (k/x)). 
注意 到 , 式 (4. 29) 两 边 对 a 求 导 ,得 到 


> (n + a)exp(— n(n + a)°2/=) 


F = 一 Cx> 
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= — irz? > nexp(— mwn°= + 2rina). 


y = = C 


利用 性 质 35. 16 ,由 以 上 两 式 推出 
J (l/rx;X)=— iz(=w=/b)1⁄2 > GU; le 7 


{= 一 oo 
= — ir(X)z=(z/k)'20(z ; X). 
这 就 证 明了 式 (4. 36). 证 毕 . 
利用 解析 开拓 ,由 式 (4. 35),(4. 36) 可 推 得 
PAZ X) = c(X) z /k)120(z; X), 


Re=x> 0, ?*4 X(— 1) = l; (4. 35) 
#(1/z;X) =— ir(X)z(z/Ë)!204(z;X), 
Rez: >0, 当 X( 一 1) = — 1. (4. 36!) 
PLi k>1. iu 
OG; X) = /DI izu;X), xo € H. (4. 37) 


HT >l BRA 
QG X) = SI XG)exp Criwn?/k), 当 X — 1) = l; 
T (4. 38) 
OCwX) = 2 nX (n)exp(riwn?/k), 34 X(— 1) =— 1. 


l 


O 


M 


| (4. 39) 
由 性 质 35. 16(iii) 及 定理 4. 8 立即 推出 (证 明 留 给 读者 ) 
定理 4.9 设 k>>1. 当 X 是 模 % 的 实 原 特征 时 ， 
0(— 1/w;X) = Ww/ l20Go6; X), 当 X( 一 1) 一 1 
0(— l/x*o;X) = (w/i) 0w; X), 当 X(— 1) =-— 1. 
特别 的 , 当 % 是 模 12 XARI x, 时 , 即 
w 
7 (w) = 0w; X) = > X (n)exp(2riwn?/24), — (4.41) 
我 们 有 


724( 一 1/w) = w?” lw). | (4. 42) 
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问 十 


1. 设 Imo / w0, f ERRA. 如果 存在 常数 a 和 25, 使 得 对 

所 有 复数 z 有 
jz + o) = af(z), f(z o,) = bf (z) 

成 立 , 那 么 , 必 有 f(z)=Ae™, 其 中 4A,B 是 常数 ， 

2. 给 定格 A= Also REER m, R ANC 中 的 m 阶 格 点 的 
基 , 以 及 这 种 不 同 的 基 的 组 数 . | 

3. 设 六 是 给 定 的 正 整数 ,上 是 ZXZ-=~C 的 以 N 为 周期 的 周期 
PKI , B| 

fm + N ,n) = f@m,n + N) = f(@n,n), m,n € Z, 
以 及 70,0)=0. 再 设 k=2,3,4, 18 A= AC, ,ws), 以 及 定义 函数 
f (m,n) 
F, (A) = `> Go, + no)” (w ) 


证 明 : 

G) 当 &>>2 时 , 式 (*) 右 边 的 和 式 绝对 收敛 ; 

Gi) 4 k=2 时 , 若 满足 条 件 >) fO m,n)=0, R K#l2 f x 
表示 Sm, nN, l| zÉ ( x ) 右 边 的 和 式 当 对 m,n fÉ |mo) + neo, | dE 2& 
IEF RKAS ; 

Gi) 利用 Weierstrass A *$& @ Cz; A) 及 其 导数 的 值 来 表示 
F, (A). 

4. 1 f (z)ËE m 阶 椭圆 函数 .证 明 : /'(z) JE n Bi Dl pQ 2 , 
> + 1 < n< 2m. 

5. 8 / (z) deth B pq R, A= Also). Æ f (x) j R 32% , WI 
w / 2, / 2, Cw Toy) /2 是 万 (z) 的 零点 . 

6. 设 A= AG,1)=Z[i ], #£E J Gauss 整数 格 . 证明; gs(4) 一 0， 
以 及 gz(4) 是 非 零 实数 . 

7. 设 o= (一 1 十 V 一 3)/2, 格 4A=A(o,1) 一 2Z[ol. 证 明 :，g;(A) 
一 0, 以 及 g;(4) 是 非 零 实数 . 

8. 设 复 数 c 关 0. G) 一 定 存在 格 4, 使 得 g, CA)=c,g | (A)=0; 
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Gi) 一 定 存 在 格 4, 使 得 g,CA)=0,g,CA)=c. 
9. 设 椭圆 函数 fC), gla) EECa ,wz). 证 明 : FEREENA 
Plusu), {E18 P(f(z),g(z))=0. 
O. 设 mw ,ws 是 Weierstrass MA O Ce) BJ EA JL RH XT, ei > ez s es 
ARG 11) 给 出 .证 明 : 
"Cw 2) = 2(e, — ez) Cei — es), 
3F:K HH @”(o,/2) RO (a 十)72) 的 相应 表达 式 ， 
11. 证 明 : @(2>)= ([@2(z)+ g,/4J°:+ 2g; @(z)) 14 用 3(z) 一 
g: P(z)— gs) ,这 里 g,,gs HAG. 10) 85 tH. 
12. 不 用 定理 3. 3 ,直接 证 明 : 
(@'(z))2 = 4(@Çz) 一 e) (P) 一 ez) Pz) 一 es)， 
这 里 el ez es 由 式 (3.11) 给 出 . 
13. WEH: @"(z)=6 @2*(z)— g; /2. 
14. 利用 给 (z) 或 g(z) 所 满足 的 方程 ,证 明 ， 
Gs(A) = (3/7)G,(A). 
15. 设 z=—=—csc°z=—1/3,AG)= .AGt,mzm). WER: G) 它 满足 微分 方 
程 (x') ?= 二 47x* 一 (4/3)z 一 8/27; Gi) lim P; AG))=csc’z—1/3. 
16. # zi 十 zz? 十 zs 一 0, 则 
1 lz) (z) 
1 @lz:) bf (2,) 
1 lz3) Cl) 
17. 设 ASAG,1). 直接 证 明 : F(z;A) 在 其 周期 平行 四 边 形 上 
的 三 个 零点 是 1/2,i/2, (1 十 i)/2. 
18. 求 以 下 椭圆 曲线 上 点 的 和 : G) 求 椭 图 曲线 y= z+ 1( W, 
图 3 DERM: POP: PiDP PDP: Gi) 求 椭圆 曲线 2 = x° 
一 7《( 见 图 3,3) 上 点 的 和 : PLOP: , P:ÐP:, P, DP, DP, Gii) 求 椭圆 
曲线 = z3—52r( hl] 3.4) 上 点 的 和 ， PiDP:;,P:DP;, P P... 
19. NEER n 称 为 同 余数 (congruent number), WR È 
于 某 个 边 长 为 有 理 数 的 直角 三 角形 的 面积 . 
G) n 是 同 余数 的 充 要 条 件 是 存在 有 理 数 > 使 得 z,z+n,z—n 


= 0. 
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均 为 有 理 数 的 平方 . 相应 的 边 长 为 有 理 数 的 直角 三 角形 的 三 边关 过 
Y<Z 是 ， 
X = (=> + n)? _ (x — n), 
Y — (x + n)? + (x — n), Z — 29x12. 
(ii) 当 是 无 平方 因子 数 时 ,上 述 的 边 长 为 有 理 数 的 直角 三 角 
E AAK r KARR n 之 间 的 对 应 是 一 一 的 ; 
Gii WEHR: n=1,2,3 及 4 都 不 是 同 余数 . 
20. G) 设 是 无 平方 因子 数 . 那么,n 是 同 余数 的 充 要 条 件 是 
Hš [B] HH 2É y =r nr 有 有 理解 r, y MER: x= (s/t)?,(s,t) 二 
1,(s, 2) 一 1, 及 上 是 偶数 . 此 外 ,这 里 的 zx 与 上 题 中 的 相同 . 
(iü) 试 求 y= r r, y Er r, y = x*`—T7 x, y = x°— 
31z 上 的 有 理 点 ,并 说 明 是 否 符 合 Gi) 中 的 条 件 . 
21. 设 A= AGuo, 1), Ima > 0. HAO A) 363 28 fi (s [xo ) 
(j=2,3,4), fals|w)R fls lw). 
22. (Poisson 公式 的 推广 ) 设 ~ 个 实 变量 函数 f(zi,… , z, ) WS E 
条 件 : 级 数 
> f nl 十 zittn, + zx,) 


nt |". R 一 — CO 


在 (zi,…,z) 的 任 一 有 界 闭 集 上 绝对 一 致 收敛 到 一 个 可 微 函 数 
F (z, °° Er). 那么 有 


Faiz) = >, ft min, + z) 


"Hk I — 
ny n, 


C 
— ` e2*Omyz + - Tm,z,) 
m p ‚m, = — 


° | eat=+=e fa, dd 
这 里 的 条 件 是 很 强 的 , 试 指出 并 讨论 使 结论 成 立 的 较 弱 条 件 . 

23， 设 A= (a;;) Aš r B; iE E X#E E EE, H ai (1<¿;=<r)K 2a;; 
(1; J<r) 均 是 整数 . 记 t= Got EITE, z 的 转 置 ， 
以 及 A[z]=tAt'. > 

Q (z T) = 2 emna, EH, 
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这 里 求 和 号 表示 对 所 有 整 向 量 元 求 和 ,二 (zi1,-…,z,) 是 任 一 实 向 
Æ. WEH.: 
G) IEEE mA 
| | exp{ 2riz4| — lavim || d: .dz 
_ wo _ wo 2g l r 
= ((— 2iz)'|A|) 1⁄2, 
这 里 zEH, 以 及 取 ~ 1 二 1 这 一 支 ; 
Gi) (Jacobi 反 转 公式 ) 
0,(z;z) = ((— 2iz)'|A|) 1⁄2 
° > exp | AT [m] + 2mm | ， ZEH. 
特别 地 有 
0a(z) 一 ((— ziz)" |A Aam] — .| 9 之 € H. 


第 二 章 ”完全 模 群 的 Fisenstein 级 数 G,, (T) 


本 章 是 讨论 最 简单 的 Eisenstein 级 数 .在 8 5 先 引 进 格 函 数 , 复 
回 量 函 数 , 及 相应 的 上 半 复 平面 上 的 函数 等 概念 ,进而 引进 模 函 数 概 
念 . 通过 具体 讨论 相应 的 Eisenstein 级 数 Gu (A) , G; Cars an), Æ 
Galt) (222) ,一 方面 使 我 们 对 模 函 数 有 一 个 初步 的 感性 认识 , 另 一 
方面 也 指出 了 椭圆 函数 和 模 函 数 之 间 的 关系 . 在 36 将 讨论 孙 数 
Gz(7) 及 与 它 密切 相关 的 Dedekind 7 区 数 ,这 在 模 形 式 理 论 中 是 十 
分 重要 的 . 
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在 3$3 我 们 看 到 椭圆 函数 与 以 格 4 为 变量 的 函数 一 一 
Eisenstein 级 数 Cx(4) 有 密切 相 系 ,而 格 可 由 它 的 一 组 基 o, ,ww 
这 可 看 做 为 复 问 量 C(w ,ws) 一 一 来 确定 ,这 样 ,我 们 可 以 引进 

定义 5.1 以 格 A 为 变量 取 复 值 (可 取 值 oo) 的 函数 F(A) 称 为 
格 函 数 . 以 (满足 条 件 (2. DIE HE Co ,ws) 为 变量 取 复 值 ( 可 取 值 
co) 的 函数 H (o, ,wz) 称 为 复 向 量 函 数 ,简称 向 量 函 数 . 2 3 In] Et pa 26 
H Can oz) 满足 笨 件 


H (o. , (0 ) = H (o) ,w,), (5.1) 
只 要 
W |, a € T, (5. 2) 
则 称 为 是 完全 权 群 了 上 的 复 向 量 函 数 . 
对 给 定 的 格 函 数 F(A) ,就 可 惟一 确定 一 个 复 辐 量 函 数 
F (o, sW ) = F(A), A = ACw sw), (5. 3) 


且 玉 (wyws) 一 定 是 完全 模 群 上 的 复 向 量 函数 . 反 过 来 ,对 给 定 的 
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— B 3⁄ nj Et pq 28 Ek JS E B6 A E — T R S. 但 容易 验证 ( 留 给 读 
者 ): NA EKRE T EKA pE H Co sw) ,可 惟一 确定 
— T 3 R X 


H (À) = H (ww), Al(w,w,) = A. (5.4) 
以 后 ,我 们 不 加 说 明 地 说 到 同 量 函数 时 总 是 指 完 全 模 群 和 上 的 复 回 
Et eA ZA. | 
当 & 之 2 时 ， 


1 —x < 1 
Galano) = 2; == >; — 6. 
o4 (0) cO ) <, wy? > > (mo, + nw, ) 4 (5 5) 


Me AE M RN Ga《A)( 见 式 (3.4)) 所 对 应 的 完全 模 群 T _E BJ 3 AR 
数 , 其 中 求 和 条 件 表示 m 和 不 同时 为 零 . 
定义 5.2 设 衣 是 整数 . 若 格 函数 (A) 对 任意 的 复数 a0, A 
F(A) = A F(A) (5. 6) 

成 芯 , 则 称 下 (4) 是 不 阶 格 函 数 , 这 里 44= (hw: wE Ah}) 也 是 一 个 格 ，; 
FAZAT 上 的 复 向 量 函 数 H (o, ,oz) 对 任意 的 复数 4 关 0, 有 

H (àw, ,Mw,) = À tH (w ay ) (5.7) 
成 立 , 则 称 H Co EERE T E 85 aa, SW FK £ Bit Ia) 
量 函 数 . 

W DL, 34 22 Hf, Gal AK Galo sw d TAE 2k 阶 格 妙 数 及 2k 
MERA; 常数 是 零 阶 格 函 数 及 零 阶 向 量 函 数 . 容易 证 明 ( 留 给 读 
者 ): 

定理 5.1 R(4) 是 & 阶 格 函 数 的 充 要 条 件 是 对 应 的 完全 模 群 下 
上 的 复 向 量 函 数 Fow ARG. DAG. aD: 对 任意 的 复数 
1 天 0, 有 x 

F (Aw ,Aws) = 人 F Can ,w,). (5. 8) 
此 外 ,ki BTA ko BT PS 34% (nj Et pq BO A 3 E: +, + k, 阶 格 函 数 ( 向 量 
函数 );k MARA ( In] Et p8 37) 59 ARE — ¿z 阶 格 函 数 ( 向 量 函 数 ). 

AG. 8) 中 取 A= o; ,并 记 rt 二 w/w ,得 

F(t) = F(z,1) = et Ë Cao) ,w,). (5. 9) 
这 就 相应 确定 了 一 个 定义 在 上 半 复 平面 
H = {r € C. Imr > 0) (5. 10) 
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ERAZ FO). 相应 于 Gal AM G; (e, o.) (> 2) JE 


Ga(r) = Ga (z,]) = `> > ' r€ H, k22. 


(5.11) 
E aaae T EAI 2k Br Eisenstein 级 数 ,简称 2k 阶 Eisenstein 
级 数 或 Eisenstein 级 数 , 其 中 求 和 条 件 ' 表示 mr 和 入 不 同时 为 零 . 


设 
C d | l 


当 a€ GL; (CR) 时 ,由 它 确定 完全 复 平面 C 一 CU {ce} 上 的 线性 分 式 
变换 
t = alr) = (ar + b)/ (cz +d). (5. 13) 
由 式 (1. 15) 知 ,这 变换 把 完全 上 半 平 面 H U (co) U (R)— — h BF #ll 
自身 .特别 的 , 当 aC GL; (0) 时 ,这 变换 把 扩大 的 上 半 平 面 
H* = H U {œ} U (Q) (5. 14) 
一 一 喘 射 到 月 身 , 且 把 {ece)U{(E O62376 A 148 FE A F 381) H 5. 
定理 5.2 i FODER AS, F Co w) EAA ARS e E R A, VA 
及 FF(r) 由 式 (5. 9) 给 出 . MA, FE k 阶 格 函数 , 即 F (o, o.) EE k 
BT IB] Pt PR 31 ERRES 


F (e(z)) = Gro Fr), acr (5.15) 
成 立 ,其 中 
Tria) = (cr + d). (5. 16) 
a 由 式 (5. 12) 给 出 .特别 的 有 
Fr 十 1) 一 下 (rz)， 开 (一 1/r) = Fr). (5.17) 


证 我 们 来 证 必要 性 . 设 W s (O 是 A 的 一 组 基 ,i T == w/w aC 
r 由 式 (65.12) 给 出 ,及 


由 此 及 式 (5.9),(5.7) 和 定义 5.1 JH: , 
F(a(z)) =F(a(rt),1) = F(w /w,,1) 
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= (w, )tF os) = (w, )*F Cw y os) 
= (w/w YF (o) /eo, ,1) = (cz + dF (z). 
这 就 证 明了 式 (5. 15). 充分 性 及 式 (5. 17) 的 证 明 留 给 读者 . 
定义 5.3 设 F(r) 是 定义 在 上 半 平 面 H 上 的 半 纯 函数 . (i) 若 
满足 式 (5. 15), 则 称 为 是 完全 模 群 的 权 为 的 模 函 数 , 全 体 这 样 的 
图 数组 成 的 集合 记 作 V, (T); Gi) 若 对 模 群 TT 满足 
F(e(r)) = G(z;a)3*tF( r), <a € T', (5. 18) 
则 F(z) 称 为 是 模 群 的 权 为 RRK , 2 IK X PÉ Bl p 27 2H Kk: E 
合 记 作 V, (T). 
粗略 地 说 , 格 函 数 已 (4) ,向 量 函 数 F (o, oz) 及 模 函 数 F (r) E: 
从 不 同 的 角度 .以 不 同 的 方式 描述 同一 个 对 象 . 我 们 最 为 熟悉 的 是 作 
为 复 变量 EH KA F). 以 后 就 是 从 这 一 角度 去 讨论 . 
为 了 便于 刻画 关系 式 (5. 15),(5. 18) ,我 们 引进 一 个 更 一 般 的 算 
+. 
定义 $.4 设 & 是 给 定 的 整数 ,wEGLf+(R) 由 式 (5. 12) 给 出 .我 
们 定义 五 上 的 半 纯 阴 数 空间 到 自身 的 算 子 Cal? (或 o [e J,'); 
F =F ° [a |, 为 
F ° [a] r) = l|e|*⁄2(j(z;a)) EF (a(z)), (5. 19) 
这 里 的 w(r) 和 j(r;a) 分 别 由 式 (5.13) 和 (5.16) 给 出 . 算 子 [aj]? (或 
“° [a], ) 称 为 是 权 为 & 的 a 变换 ,特别 当 aET 时 , 称 为 是 权 为 的 
模 变换 . 
简单 说 来 , 设 忆 是 SL:(R) 的 一 个 所 谓 离散 子 群 ( 类 似 于 模 群 ， 
这 里 不 作 解 释 ). 自 守 函数 理论 就 是 研究 这 样 一 类 函数 的 性 质 : 当 
aEU 时 ,有 式 (5.18) 成 立 , 即 有 
F ° [a], = F (5. 20) 
成 立 . 本 书 就 是 要 讨论 U R.B yE '( Bl E X. 11. 1) 一 一 一 类 特 
萄 的 模 群 一 一 时 ,这样 一 类 函数 的 基本 知识 ,也 就 是 模范 数 的 基本 知 
识 . 因此 ,必要 的 预备 知识 是 模 群 的 性 质 及 上 半 平 面 fH 在 变换 
(5.13) QET) FER. 我 们 将 在 $ 7—10 讨论 了 为 完全 模 群 下 时 
的 这 些 预备 知识 ,而 在 8 11—14 将 讨论 卫 为 一 般 同 余子 群 的 情形 . 


48 £ 3 ”完全 模 群 的 Eisenstein # # -G, (r) 


由 定理 3. 6, 式 (3. 13) 及 以 上 讨论 知 : 

(i) 34 ¿> 2 时 ,完全 模 群 下 上 的 Eisenstein 级 数 G; ( A), 
Gx(woywz) 及 Gax(r) 分 别 是 2 阶 格 函 数 ,完全 模 群 上 的 2# Br inj Bt 
函数 及 完全 模 群 工 的 权 为 2k BJ AS PR 3k. 我 们 有 

Ga ° [e]; = Gus, Galt) = G(r;a)) ?Gy(a(r)), a € T. 
(5. 21) 
Gi) 相应 的 
A(A)= g3(4) — 27g8:(A) 
= (60G,(4))? — 27(140G6(A))’, (5. 22) 
Alw w) =g (0,0) 一 27g3 C61, 602) 
= (60G, Cw oz)) — 27(140G6 Co yz )) (5. 22!) 


A(r) 一 gi(T) — 27g3(7) 
= (60G,(z))° — 27(140G,(z)22, r€ H, (5.22") 
分 别 是 12 阶 格 函 数 , 完 全 模 群 下 上 的 12 阶 向 量 函 数 及 完全 模 群 工 
的 权 为 12 的 模 消 数 , 它 们 恒 不 为 零 ,通常 A(7z) 称 为 是 判别 式 函 数 . 
我 们 有 
| As [a], = A, Alr) = (jGr;a)) VZA(e(T7)), a Er. 


(5. 23) 
Gü) 相应 的 
JCA) = 82?(4)/4AC4)， (5. 24) 
J(awiyos) = gi Cw w) / À (O, , o, ) , (5. 24/ ) 
K 
J(r) = g,G)/ACGD, r€ H, (5. 24”) 


分 别 是 0 MARR, ERRET EW 0 Bip] E 8 32 K ERRAT 的 
权 为 0 的 模 图 数 ,通常 JORDE Klein 模 函 数 . 我 们 有 

J [a] =J, JG) = J(a(z)), a ET. (5. 25) 

容易 证 明 ( 留 给 读者 ): G; (z), AT) K JORE H ARRI AR 

数 . 这些 函数 是 模 形 式 理论 中 最 重要 最 基本 的 实例 .本 节 主 要 目的 就 

是 讨论 它们 (主要 是 Cx(zr)) 的 基本 性 质 , 以 对 模 形 式 理论 有 一 个 感 
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性 认识 . 

Gzr《T) 以 及 A(T),J(7) 都 是 HH 内 的 解析 函数 (上 且 均 是 周期 为 1)， 
所 以 讨论 当 Imr-> 十 ce, 即 r* 十 ice 时 的 性 质 是 十 分 重要 的 . 设 9 为 
正 整 数 . 一 个 豆 内 周期 为 g 的 解析 函数 /cr) ,只 要 在 半 长 条 

Cc H, 0<Rer—<qg (5. 26) 
上 来 讨论 . 作 变 换 
| z = ez， El z = (q/(2mi))logz, logl = 0, (5.27) 
它 把 半 长 条 (5. 26) 一 一 对 应 地 变 到 区 域 


0< |z| < 1. (5. 28 ) 
见 , 它 把 瑟 亦 变 到 (无 穷 多 次 重复 ) 区 域 (5. 28). 这 样 ， 
g(z) = f((g/(27i))logz) (5. 29) 


就 是 区 域 (5. 28) 内 的 解析 图 数 . 当 Imr- 一 十 ce 时 ,z 一 0, 所 以 f (r) 234 
Imr 一 十 oo0, 即 rz 一 十 ice 时 的 性 质 束 是 g(z) 在 其 孤立 柯 点 zx 一 0 处 的 
性 质 ,而 后 者 可 以 通过 它 在 z= 0 处 的 Laurent 展 式 来 讨论 : 


十 ce 
g(z) = > anz", O< |z| < 1. (5. 30) 
通过 变换 (5. 27) ,由 展 式 (5. 30 AS S Cr) 的 一 个 展 式 : 
Fo = S) ae, r€ H, (5. 31) 


t= 一 oo 


它 称 为 Fr) 在 无 穷 远 点 十 icoe 的 Fourier 展 式 ,简称 Fr) 的 Fourier 
RA. 无 穷 远 点 十 ico 有 时 也 简 记 为 co. 

下 面 我 们 直接 来 求 Cx(r) 的 Fourier 展 式 , 并 进而 求 出 AK 
J(T) 的 Fourier 展 式 . 为 此 , 先 证 明 枫 个 引 理 

515.3 我 们 有 


] JO 
cotw = 一 十 | 
w 2 


其 中 右边 的 级 数 在 任 一 不 包含 极点 mxCm€2Z) 的 有 限 闭 区 域 上 绝对 
AK. 

证 ” 先 证 后 一 结论 . 对 任意 的 R2>1,234 |xvo | < Rx 时 ， 
ijo ~ [w| <2R — 1 


— — — 2 
Ar W mm mr R |p (mz 一 w) | x a. m 


由 此 就 推出 所 要 结论 . 现在 来 证 式 (5. 32). 考虑 畏 数 f (zo) =cotzxo— 


l 4A], wec, 6.32) 


w — myr mn 


9 
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1/w. 先 来 证 明 : fCw) 在 以 士 (x 十 1/2)7, 土 (x 十 1/2)7 为 顶点 的 所 
有 正方 形 的 边界 L,(n 二 0,1,2,…) 上 有 界 . 1/w 当然 在 L, EEF, 
只 需要 讨论 cotw. HF r 是 cotw 的 周期 ,所 以 只 要 证 明 在 以 士 r/2 
+i(@n+1/2)x 为 顶点 的 矩形 边界 L, LER. 34 “一 0 BARY. H w 
二 zw 十 iv. 4 vænr/2 时 ， 
lcotw| = |Q + e®™)/Q — e| < (1 + e > /G(1 — e"; 

当 < —x/2 时 ， 

Icotw| = |Q + e-2%@)/(1 — e 2°) | < a + e *)/G(1 — e >. 
由 此 就 推出 所 要 结论 (为 什么 ). 设 z 关 0 不 是 Fw) 的 极点 , 且 在 L, 
内 部 .考虑 积分 


LO= e dv 


2ni L, wlw — z) 

被 积 函 数 在 L, 内 的 极点 是 : 0,z,&r(E 一 土 1,……, 士 2), 都 是 一 级 ,及 
留 数 分 别 为 一 f(0)/z,f(z)/z,1/knCkn 一 z)(k 二 十 1,…, 士 n). 由 留 
数 定理 得 

1 


LG = P+D naD 
_cotz 1 lof 1 , 1l 
Z z’ z 22 |z Er f kn , 


kO 


这 里 用 到 了 f(0)=0. 由 于 f(w) 在 L, ERC n 无 关 ) ,所 当 n 一 
+coBfj ,I,(z)—0. 由 此 及 上 式 就 推出 式 (5. 32). 
引 理 5.4 ik I2. 4 rEH 时 ,有 


(— DTU — 1)! > ep = — (2mi)! > re. 
m= OO r= 1 


(5. 33) 
证 当 rC H 时 ,有 
e? + 1 l " co 
rcotrr 一 fi s J = mi le?”™ +- D oe 
一 一 ril ] + 257er] . 
r= 1 


HERA. 32) Go =xr)45 
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L + S — +1l]= [i+ 25e). 


y = — G r=1 


m= 0 


对 上 式 两 边 逐 项 求 导 (为 什么 可 以 ), 即 得 式 (5. 33). 
定理 5.5 i k22. %4 rEH N, ® 


Ga (z) = 2E (2k) + 2a (2k) > ou- (De, (5.34) 
[=1 


其 中 
g(s) = San, Res > 1， (5. 35) 
a(k) = C DOA 1)1, (5. 36) 

以 及 
aln) = X d. (5. 37) 


din 


证 HAG. RS 33) 得 


二 一 0 一品 


=26(2k) +25 3 pe 


m=] a= — co 


一 一 (2) k— xirmT 
一 25(2&) + 2 Ok — 人 leim, 


最 后 的 二 重 级 数 是 绝对 收敛 的 , 令 1=rm, 由 上 式 妈 得 式 (5. 342 (为 
什么 ). 

AG. 34) 就 是 Cx (Cr) 在 十 ice 的 Fourier 展 式 .在 对 应 (5. 29) 下 ， 
设 Gu (r) F wy J Malz), 这 样 就 有 


M, (z) = 2£ (2k) + a (2k) Xyon- Dz, 0 < |=| < 1. 


所 以 ,z= 二 0 是 Mi(z) 的 可 去 奇 点 ， 是 解析 的 . 因此 ,就 说 Gu OEH 
穷 远 点 十 ice 解 析 , 其 值 为 
G, (+ 100) = lim GX (z) = „im Ca(z) 一 2£(2Ë). (5. 38) 
下 面 来 给 出 5C2k) 和 Bernoulli 数 之 间 的 关系 ,由 此 可 得 计算 
5(2&) 的 一 个 算法 . 
引 理 5.6 设 
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KI 


z(e? — 1) ` = >, Saen, z| < 2x, (5. 39) 


n= Ü 


其 中 B, 称 为 Bernoulli 数 . 我 们 有 


tdn 
Bo = 1, Bi =— 1/2, B, = 57] Ba, n = 2, (5. 40) 
d=0 
B, = 0, 2m > 3, (5. 41) 
以 及 
EC2k) = (— 1/4k)a (2k) By, (5. 42) 


Hp alk) HRG. 36) 给 出 . 
证 ”由 式 (5. 39) 得 


Bf 1 。 
-|2 rD a) 
比较 两 边 系 数 即 得 式 (5. 40). 进而 由 B= 1/2 及 式 (5. 39) 推 出 
ze+1 _— r= Ba yn x 
2e—1 e] -1+ >; 5 |z] < 2a 


显 见 ,这 是 一 个 个 函数 ， FRG. DRY. 2 > > 一 2rirz, 由 上 式 及 式 
(5. 41) 推 出 


xtcoOtntT = 1 + > 
男 一 方面 ,由 式 (5. 32) HX wr) 


TTCOtNAT = 


aO Bars ， lel <1. 


T? 
m? 


m= 1 ¿= 0 


=] — 2X E+ DF, je] <1. 


比较 以 上 两 式 , 即 得 式 (5. 42). 证 毕 . 
这 样 ,计算 5(28) 束 归结 为 计算 Bernoulli 数 Bs, 而 后 者 可 用 递 
推 公 式 (5. 40) 来 计算 .下 面 是 开头 几 个 Bw 的 值 : 
1 2 3 4 5 6 7 8 
1/6 一 1/30 1/42 一 1/30 5/66 — 691/2730 7/6 一 3617/510 


(5. 43) 


由 式 (5. 34) 和 (5. 42) 可 得 ; >4 ¿22 时 ， 
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GG) = AD [1 — f Doan De), + € H. (5.44) 
2R i=] 
今 


Ealt) = G(r), r€ H. (5. 45) 


HOS 
显然 有 
E, (+ iœ) = 1. (5. 46) 
Ex) ER N 56 t ELKI 2k 阶 标 准 Eisenstein 级 数 . 
利用 式 (5. 11) 并 按 m,n 的 最 大 公约 数 分 类 来 求 和 ,可 得 


~l — 一 ] 


-1+ 2 Pj aë’ TEH. (5.47) 


Gm, n) =1 


利用 式 (5. ODER a 给 读者 ) 
二 人 十 240 Do (esse) 


g(T) =} 06; (r) = — 
4 
=t E, (t), r € B, (5. 48) 


gs (T) —=140G, (z) = E — 504270) 


-ETE (t), r€ H. (5. 49) 
关于 AC J(t) 有 下 面 的 结论 . 
定理 5.7 我 们 有 


AC) = g2(7) 一 278g83(r) = (2r)? > te, rE€EH, 
=] 


€5.50) 
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JE) = gsr)/AT) = 0D e= + Dee), r € H, 


(5.51) 
其 中 系数 r(i),c(C1) 都 是 整数 ,r(1) 一 1,r(2) 一 一 24,c(0) 一 744， 
十 ice 是 ACr) 的 一 级 零点 及 Jrz) 的 一 级 极点 .r()7 通 常 称 为 
Ramanujun 项 数 . 
证 ” 先 来 证 式 (5. 50). 设 


A — > ,as De, B — > a; De. 
I=1 t=1 
由 式 (5. 48) 和 (5. 49) 得 


4 


ACT) = (C + 240A)? — (1 一 504B)’) 


一 5 ~or {1275A + 7B) + 12 (100A? 一 147B? + 8000A°)}. 


H E 为 证 -D 部 是 各 数 训 是 要 证 对 所 有 /全 1, 有 
503(1) + 705) = > (5d3 十 7d5) = 0(mod 12). (5.52) 
dii 

容易 验证 ,对 任意 整数 4, 有 

5d’? + Td = d’ (d? — 1) 0(mod 3), 

5d + 7d° = d’ (1 — d’) = 0 (mod 4), 
所 以 式 65. 52) 成 立 .r(1)=1,r(2) 一 一 24 可 直接 验证 . 下 面 来 证 式 
(5.51). 设 z=, PI K FJ 1,(1< ;<5)⁄J & £ 2 N 36 3 z 的 
FRA. 利用 式 (5. 48) ,(5.49),r(1) 一 1 及 r(2) 一 一 24, 可 得 

g; (7) = eir a + 240z + z’)? 


= Sir 


(1 -+ 7202 + 过 77 ) ， 


A(r) = be 一 24z + zx? Í,)). 
进而 有 
J(z) = (1 + 720z +  z*1,)(122z(1 — 24z + z2?LI,)) ! 
一 (123z) 1(1 + 720z + z2I,) (1 + 24z 十 z27) 
= (123z) (1 + 744z + z27，). 
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这 就 证 明了 式 (5. 51). WEH. 
cn) ,Tt(n) 是 两 个 十 分 重要 的 数论 痛 数 ( 见 LTA ,p22j). 它 们 开 

头 几 个 值 是 
c(0) = 744, 
c(1) = 196884, 
c(2) = 21493760, 
c(3) = 864299970, 
c(4) = 20245856256, 
c(5) = 333202640600, 
c(6) = 4252023300096, 
c(7) = 44656994071935, 
c(8) = 401490886656000; 


K 
r(1)=1, r(6)= —6048, 
r(2)= —24, r(7)= —16744, 
r(3)—252, rz(8) 一 84480， 
r(4)= —1472, r(9)= —113643, 
r(5)=4830, r(10)=— 115920. 


cln) 有 一 些 有 趣 的 算术 性 质 , 例 如 ， 
(n + 1)c@) = 0(mod 24), n> 1, 
c(5n) = 0(mod 25), n Èl, 
c(7n) = 0(mod 7), nl, 
c(11n) = 0(mod 11), n> 1. 
H. Petersson WPH T WIAR: 
cOn) ~ 2 一 /21 一 3/tetm n — oo. 
# Š 25 我 们 将 证 明 r(n) 是 积 性 的 ( 见 式 (25. 47)), 即 
r( mn) = r(m)r(n), m,n) = 1, 
以 及 对 素数 请 有 
TCP") = r(p")r(p) — p TCP), n 21. 
tr(n) 也 有 一 些 有 趣 的 数论 性 质 ( 见 [ 数 百 3,Ramanujan 函数 ]): 对 素 
数 p 有 
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r(p) = ] + p" (mod 691), 
r(p) = 1 + p'!'° (mod 25), 


lI 


以 及 
t(n) = o n)(mod 211), $n = 1(mod 8). 
关于 tln) 的 著名 的 Ramanujan 猜想 ( 见 [ 数 百 3, Ramanujan J8 
想 j); 
T| < 202, 为 素数 ， 
1974 年 被 P. Deligne 所 证 明 . 
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我 们 在 讨论 Eisenstein 级 数 Cx(r) 时 ,有 限制 大 之 1, 因 为 由 引 理 
2.8 知 : 当 &=1 时 ,作为 定义 Ga(7) 的 二 重 级 数 ( 见 式 (5. 11)) 是 不 
绝 x] W Sk. 但 另 一 方面 ,在 求 Eisenstein 级 数 Ga (z) (> 1) BJ 
Fourier 展 式 时 ,这 二 重 级 数 是 化 为 累 次 级 数 来 求 和 的 一 一 先 对 x 后 
对 mx《 见 定理 5. 5 的 证 明 ). 容易 看 出 : ARKAA k= 1 时 也 是 收 
SAJ. 因此 , 当 有 =1 时 就 用 这 累 次 级 数 来 定义 G(r), B 


G(T) = > [E r): r € H, (6.1) 
上 式 右边 是 一 个 累 次 次 级 数 ， 其 中 对 的 求 和 条 件 ' 表示 : 4 m=0 时 
n 不 等 于 零 . 我 们 称 Gs(7) 为 二 阶 Eisenstein 级 数 . 
定理 6.1 我 们 有 
(1) | 
G) = 2t(2) [1 — 24 >)0 De), r€ H, (6.2) 
Gi) 交换 求 和 号 后 的 昧 次 级 数 收 伍 ， 且 有 


CHO 


> D3 GZ) = e 1⁄r), rE H, (6.3) 


n= —— j= — C 


其 中 对 m 的 求 和 条 件 ' 表示 : 34 n=0 BW m 不 等 于 零 ,以 及 有 
r 2G,(— 1/7) = G,(z) — 2mi/r, TEH. (6.4) 
证 ”定理 5.5 的 证 明 过 程 对 &=1 也 成 立 , 由 此 及 £(2)=x/6 
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就 推出 式 (6.2). 式 (6.3) 是 显然 的 (为 什么 ). 下面 证 式 (6. 4). 为 此 设 
1 1 


ama S Ln l met c6. 53 
显 见 ,对 )Z:0,r-C H 8 
> a, | (T) = 0. 


因而 有 
G(T) = 2£(2) + 5 > B r 一 > aa (e) | 


m0 n=-—oo° 


< — 1 
=2¢(2) + > > (mt + n) (mr + n — 1) |. 


上 式 中 的 累 次 级 数 ( 事 实 上 作为 二 重 级 数 ) 当 rE€EB 时 是 绝对 收敛 的 
(为 什么 ), 所 以 可 交换 求 和 号 ,得 到 


GD = tQ) + D D| 二 tma) 


开 一 一 co m0 


由 此 及 式 (6. 3) 推 出 累 次 级 数 


CO 


4(r) = X, {Sann} TEH 


= — OO m0 


+ 


Kk, HA 
G, (Tt) = r 2G,| 二 :| — AG), r€H. 


下 面 来 计算 A). 2 N 是正 整数 ,我 们 有 


N 
_ l) 
AC = dim 2 | < MT n — 1 mt + n 
N 
_ 1; 1 
= lim >| > (mt +- n — 1) (mr +- n) | 


mÆ0 n=—N+1 


o E 
= lim >, 元 — N mt + N 


m 0 
od y _— l] ç l- 
=+ dim D(A t =] 
_— l l 
t ~at) 
2 


=— lim (rcot 
T AN 一 十 ce 


— N| z) 2ni 
T 
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最 后 两 步 用 到 了 引 理 5. 3, 以 及 求 极 限 . 由 以 上 两 式 就 证 明了 式 
(6. 4). WEHE. 
有 时 ,我 们 把 式 (6. 2) 作 为 G(r) 的 定义 ,并 推出 有 式 (6. 1) 成 
Z. 具体 的 讨论 留 给 读者 . 
同样 的 ,把 G;(7) 标 准 化 ,我 们 记 
E,(z) = G(T)/(25(2)), r€ H, (6. 6) 
E W E x 
rz E,(— 1/r) = E,(r) + 12/(2mr), r€ H. (6. 7) 
和 五 :人 rz) 蜜 切 相 关 的 一 个 重要 函数 是 


7(7) = e4 | a — e), z€ H. (6. 8) 
r=] 


它 称 为 Dedekind 7 函数 . 显 见 , 当 rEH i, 2538 3R 28 XTW Sy , HX 
任意 的 S>0, 当 Imr 实 6 时 是 一 致 收 伍 的 ,以 及 有 


7 (+ iœ) = nam 7Cr) = 0. (6. 9) 
我 们 来 证 明 
定理 6.2 我 们 有 
7 (tT) /I(T) = (2m/24)Es(r), rEH, (6. 10) 
及 
7( 一 1/r) = C/i), r€ H, (6.11) 


#rBH8e C1)'2—=1. 此 外 ,有 
nt 二) = (r), 71204( 一 1/r) = r2222(z), r€ H. . 
(6. 12) 
证 ”由 式 (6.6) 及 式 (6. 2)( 即 定理 5.5 证 明 过 程 的 &=1 的 情 
形 ) 可 得 


E(t) =1 — 24X, > rem 一 ] — 24 > re" (1 — er) 
m=] r=1 


r=1 


< virt 4 d 
=] + P Clog(] — eT) = 2 logg), r€ H. 


这 就 证 明了 式 (6. 10) (为 什么 HAC. 10) 和 (6.7) 推 出 
=) Zog) + z T €E H. 


dio 7 
dr “8 
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进而 有 


7 =) = C V T10), TEH, 
其 中 C 为 一 常数 . 令 t=i 得 Co ~vV i ==1, 由 此 及 上 式 就 证 明了 式 
(6.11). 式 (6. 12) 的 证 明 留 给 读者 . uE HE, 

ZE § 17 将 证 明 ( 见 式 (17. 6),(17. 6')); 
NCT) = 7T), 


这 里 7(7) 由 式 (4. 41) 给 出 . 
J Bl 


1. G) 证 明 : x 5(C24) 都 是 有 理 数 ; 


(H) 求 CC2k) ,一 1,2, 3 4,5，06， 
2. 设 整数 & 之 2. 证 明 : G) G;xG/2)= (—4)*G;Ë (212; Gi) 34 k E 


ART Ga G) = 0; GD 当 有 不 是 3 的 倍数 时 ,Gax(e 拓 3) 一 0. 
3， 设 整数 & 之 2. 证明: 
1 


lim Goalit, z) = 2x E(k) = 2r 2 "B: 


n= ] 


4. 求 G;G). 
5. G) 利用 工 项 数 的 积分 表示 式 ( 见 $36 性质 36.4) 证 明 : 


w T(z) = J e w ldu, Rew > 0, Re zx > 0. 
0 


一 se| cos (2rztU)er(z)dx ,其 中 
0 


H = — OD 


n£ 


g-u) = u > ei, u > 0, 
n=l 
— 1 


g.(0) — lim g-u) = oxir” 


o, i ] 
Gi) 证明， > arim 


Gii) WER: 


> > grygy 8 > | fGcosC2xmdr, 
HN 二 一 上 OO 有 二 一 OO m= — OD Ü 
n>: O 
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fa) = 28:0 + k). 


Gv) 证 明 : f(0 十 )= + Pe), 及 


DNIT 


fa—)= Sl gC) = Sio (ne, 
k=] n=] 


(v) 利用 以 上 绪论 证 明 式 (6. 4). 
6. 设 Msn EEX. 证 明 : 


CO 2k— 1 C7) O28— in) = — > d Lop] 


d| (m,n) 
7. 证 明 以 下 恒等式 : 
G) 7(z 十 1/2) 一 ez 4873(2z)7 l(z)7 (Az); 
Gi) E,Gz+1/2)—E,;(z)=48 > 00n); 


21n>>0 
Gi) 设 p 是 素数 ,k 是 正 整 数 ， 
E, (z) — (1 N py l) E, pz) + pT E (pz) 
=- Dooe 


pin >o 


， kÈL. 


pa 


Civ) pe EUD LEO BEID 
(v) @,(z)+ 0,ÇGz +1/2)=20: (áz). 
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本 章 是 讨论 模 变换 及 完全 模 群 的 基本 性 质 . $ 7 是 讨论 完全 模 
群 的 生成 元 ; S 8 是 讨论 模 变换 及 其 不 动 点 的 分 类 ,引进 了 模 群 、 模 
变换 群 、 模 (变换 ) 群 的 不 动 点 .及 其 基本 区 域 的 概念 ,并 详细 讨论 了 
完全 模 群 的 不 动 点 ;在 $ 9 讨论 了 完全 模 群 的 基本 区 域 和 与 此 相应 
的 拓扑 概念 ;以 及 在 $ 10 引入 并 初步 讨论 了 在 辛 变换 ( 模 变换 是 其 
特例 ) 下 不 变 的 测度 一 一 辛 测度 


3 7 完全 模 群 的 生成 元 


本 节 要 给 出 完全 模 群 =SL;(Z) 的 两 组 常用 的 生成 元 . 
定理 7.1 完全 模 群 下 = SL,(Z)HH E| 


r= | ,| s=” E (7.1) 
0 1 1 0 
生成 ,每 个 
a bl | 
=l. ,er (7. 2) 
可 表 为 


g 一 TPST? S ee TEO ST"® ， n(1),-- ,n (Ë) E Z. (7. 3) 
证 由 于 一 T=S 二 TWST%S, 所 以 可 假定 c 宇 0,; 以 及 c==0 时 ， 
d> 0. XF c 用 归纳 法 . 4 c=0 fF, 


1 2 
[i r 
O 1 


所 以 式 (7.3) 成 立 . 假设 当 0<ç < 时 式 (7. 3) 都 成 立 . EZ 4 ck 
时 , 设 d=qk+r, 一 &A<r 委 0, 我 们 有 


JTS- — h |: mi 0 |- [mitas q 
k dJLO 1JL—1 0 —r kl 
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H J K AARE TOS ORAR. 3) 的 形式 ,所 以 o 亦 可 表 为 
式 (7.3) 的 形式 , 即 当 c=& 时 结论 成 立 . 证 毕 . 
注意 到 
(ST): = £ —— I, (7. 4) 
所 以 表示 式 (7. 3) 不 是 惟一 的 ,但 我 们 有 以 下 结论 ， 
定理 7.2 完全 模 群 T= 二 SL2(2Z) 由 和 矩阵 


0 —1 O l 
s=] | v=-sT=] J (7. 5) 


1 0 — 1 —1 
生成 ,每 个 o € T' 可 惟一 地 表 为 
g = SVV GVP S ee VTD GVE GO ， (7. 6) 
这 里 
l = 0,1,2,3; k > 0, nG) = 1,2, 1 < ; < k, Rm(k) = 0,1. 


(7.7) 
证 H-TT=SV,Vi=I k S= —I, NEM 7.1 立即 推出 必 有 
表示 式 (7. 6) 成 立 . 因此 ,只 要 证 惟一 性 , 即 证 明 : £ 
I = SVV SVD SVO Sn, (7. 8) 
且 满 足 条 件 (7.7), 则 必 有 /=0,k==0. 24 k=0 it, BRE 1=0. 现 对 
k 用 反 证 法 . 若 &>>0, 则 由 上 式 得 
S = (VPS) VZS) (VS), r= 0,1,2 5k 3. (7.9) 


由 计算 得 
| 1 ' E J 
VS = ， V2S = . (7. 10) 
—1 1 0 —1 


I (7. 9) EK AE X FPE BJ E EARRAK n (7) =1 或 2). 把 式 (7.10) 中 的 
W 3EEF3S IU 
t€ — Y 
_ j 


的 形式 时 ,一 定 满足 条 件 : 
UUs, y Z 0, v+ +> 0; 
或 
2, 72,y < 0, v+ x< 0. 
不 难 验 证 ( 留 给 读者 ) ,满足 以 上 条 件 的 矩阵 相 乘 仍 满足 以 上 条 件 . 但 
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由 计算 知 , 对 任意 的 ,Sr 均 不 满足 以 上 条 件 ,所 以 式 (7. 9) 不 能 成 
SF BID &>0 不 能 成 立 . 因 此 ,一 0， 


8$ 8 模 变 换 及 其 不 动 点 


为 便于 讨论 ,我们 先 引 进 震 干 一 般 概念 . 
定义 8.1 由 完全 辛 群 ( 妈 R 上 的 特殊 线性 群 )SL;(R) 中 的 元 素 
a 可 导出 以 下 两 类 变换 , 均 称 为 辛 变 换 , 且 当 aET 一 SL;(Z) 时 称 为 


模 变 换 : 设 
a = b | (8.1) 


c d 
Ci) — HR EZ |B] í (o, , oz ) : wowzEC) 上 的 线性 变换 , 


“EEIE s» 
Gi) 完全 复 平 面 C* 上 的 线性 分 式 变换 
T = Q&alt) = (at +b)/lcr +d). (8.3) 
*@ Ik >e F (mk 2 IK R AF36 (情形 (i) 或 ii)) 构 成 一 个 群 , 称 为 完全 
辛 变换 群 ( 或 完全 模 变换 群 ). 设 辛 群 UCSL;(R) (或 模 群 ICT). H 
所 有 的 <cEU( 或 也 ) 所 给 出 的 变换 (8. 2) 组 成 一 个 群 , 称 为 辛 变换 群 
(或 机 变换 群 ), 它 和 U Ck T) pie EU GK T); H PF 4 BJ a 
€ U (sk T) B 28 H BJ 3F36 (8. 3) 也 组 成 一 个 群 , 亦 称 为 辛 变换 群 (或 
模 变 换 群 ) , 记 作 U (sk D). 
变换 (8. 2) 和 变换 (8. 3) 的 一 个 主要 差别 是 : 由 a 和 
— a 一 六 
一 c 一 


所 对 应 的 两 个 变换 (8. 3) 是 相同 的 ,而 所 对 应 的 两 个 变换 (8. 2) 是 不 


同 的 . 显 见 ， 
U'=U', % — I@U'!'; U'<U'/(I+D, 35 —I€U', 
(8. 4) 
Vr, q — 161; [人 兰 TV/ 士 7)， 当 一 ZE 了 


(8. 4') 
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由 式 (1.15) 知 ,在 变换 (8. 2) 下 ， 
Imw, /w, > 0> Ima /o, > 0; (8. 5) 
在 变换 (8. 3) 下 ， 
Imr > 0<——Imr > 0. (8. 6) 
34 aC SLs CR) 时 ,HU (ceo) U(R)K (co) U(R) 都 分 别 一 一 对 应 地 变 
到 自身 ; 当 eESL CO) 时 ,特别 当 a € F 时 ,变换 (8.3) 把 C* , H” = 
HU (eo) U (Q) K (eo; U {0} 都 分 别 一 一 对 应 地 变 到 自身 (这 里 的 讨 
论 对 GL (R) 和 GL;(Q) 同 样 适 用 ( 见 式 (5. 12)~ (5.132). 
定义 8.2 i¿+IZ=aCSL,(R),a 由 式 (8.1) 给 出 . G) 非 零 复 向 
E (oz) 称 为 是 (相应 于 a 的) 变换 (8. 2) 的 特征 向 量 ,如 果 存 在 复 


数 A 使 得 
A 8.7) 


4 称 为 是 (相应 于 a 的) 变换 (8. 2) 的 特征 值 , (wi ,ww,) 称 为 是 属于 特征 
E 1 的 特征 向 量 ; (ii) 点 rEHU (eo) U {R} 称 为 是 (相应 于 a 的 ) 变 
换 (8. 3)? 的 不 动 点 ,如 果 满 足 

r = a(z) = (ar + b)/(cr + d), (8. 8) 
式 (8.7) 就 是 


“U. del E 
由 于 (ow,0s) 是 非 零 复 向 量 及 1a|==1, 所 以 ,特征 什 4 一 定 是 矩阵 a 
的 特征 多 项 式 


ja — AI | = 2 — Ga +d) + 1 (8. 9) 
的 根 一 一 特征 根 . 由 式 (8. 7O Z BBA H, 8 TAEA 4 的 符 征 问 量 ， 


当 c= 0 时 ,是 
w) A — d 
| | | v = 0; (8. 10;) 
cO, C 
当 c=0 Bf, bA A—=a W d(=1/a). 34 b0 Ff ,3#F E [6] Bt FE 
1 1 
W | A=a, v> 0; (8. 10,) | 


ao O 
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Ww) b 
Jaf t J aza eo — Gam 
(O A —a 
当 0 一 0 时 , 必 有 dd 二 1/a 关 十 1 ,特征 回 若是 | 
(O) | ] 
| J- o| |, =a, v Æ 0; (8. 10.) 
W, 0 
= | A= 4, vÆ 0; (8. 10;) 
We 1 
当 士 T 关 aETT,c==0 PF, bA A=a=d=+1, b0, B=(8.10,)41 


(8. 10;) 相 辣 . 
显 见 , 非 零 复 向 量 (6， ;ww;) 是 特征 问 量 的 充 要 条 件 是 T= w) / w 是 
不 动 点 ,这 里 o, = 0 相应 于 r= co. 所 以 , 当 c 天 0 时 ,不 动 点 是 
r= (À — d)/c; (8. 111) 
当 c=0 时 ,相应 于 式 (8. 10:2), (8. 10.) , (8. 10.2 #(8. 10,) ,不 动 点 分 
别 是 


r = co, b/ (A — a), œ 和 0. (8. 11; ) 
此 外 , 当 c 关 0, 式 (8. 8) 就 是 
cr? — (a — d><z — > = 0. (8. 8 ) 
它 的 判 列 式 就 是 惩 阵 a 的 特征 多 项 式 的 判别 式 
A = Ala) = (a + dY — 4. (8. 12) 
定义 8.3 W+IZaCSL,(R),a 由 式 (8.1) 给 出 . i tra=a+ 
4d, 称 为 矩阵 a 的 迹 . 


G) 判别 式 AOD FTE rE .或 大 于 零 时 , 即 
ltra| =+ 2, ltra] <2, X  jtrea|>2 (8.13) 
HJ, ERE a 及 其 相应 的 变换 (8. 23 #l (8. 3) 分 别 均 称 为 抛物 元 .椭圆 元 
或 双 曲 元 . 我 们 把 相应 于 抛物 元 、 椭 圆 元 或 双 曲 元 的 不 动 点 分 别 均 称 
为 抛物 点 (或 尖 点 )、 椭 图 点 或 双 曲 点 . 

Gi) 34+IZ<€C€T 时 , 当 且 仅 当 trae=0, 士 1 时 是 椭圆 元 . 我 们 把 
相应 于 tra=0( 即 A(a) 二 一 4) 的 椭圆 元 和 椭圆 点 分 别称 为 二 阶 椭圆 
元 和 二 阶 椭 圈 点 ;把 相应 于 tra 二 士 1( 即 A(a)== 一 3) 的 椭圆 元 和 椭 
圆 点 分 别称 为 三 阶 椭 园 元 和 三 阶 椭 圆 点 . 

定义 8.4 设 了 (或 口 ) 是 模 变 换 群 (或 辛 变换 群 ). 
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Gi) 点 忒 ,rts EH' 称 为 是 (或 口 ) 等 价 的 ,如 果 存 在 a€ED( 或 
UIE nmal) ,这 是 一 个 等 价 关 系 , 与 点 z 等 价 的 所 有 点 组 成 的 
等 价 类 称 为 点 的 了 (或 也 ) 等 价 类 , 记 作 了 rr( 或 Vr) ,全 体 工 (或 
Z) 的 等 价 类 所 组 成 的 集合 记 作 TH (或 VAN ); 

Gi) 在 每 个 等 价 类 中 取 一 点 作为 代表 所 组 成 的 集合 称 为 是 H” 
关于 模 变换 群 (或 辛 变换 群 口 ) 的 代表 集合 , 记 作 {TY\H'* )( 或 {UD\ 
H" )). 如 果 所 取 的 代表 集合 是 由 一 个 连通 区 域 添加 其 部 分 边界 组 
成 , 它 就 称 为 吾 * 关 于 模 变 换 群 下 (或 辛 变换 群 局 ) 的 基本 区 域 ; 

Gii) 点 rzE 互 * 称 为 是 模 变换 群生 (或 辛 变换 群 77) 的 不 动 点 ,如 
果 存 在 a G PV (sk UHE r*=a(r). 所 有 这 样 的 AR T O UR 
MFR Er GE U. , 称 为 是 下 (或 过) 的 不 动 点 z 的 稳定 (或 迷 
各) 子 群 ; 

Gv) 模 变 换 群 人 "在 H* 上 的 所 有 抛物 点 (或 枯 点 ), 二 阶 椭圆 点 ， 
和 三 阶 椭圆 点 所 组 成 的 集合 及 其 元 素 个 数 都 分 别 记 作 : Eo (TV yC 
G(T)) ,EL ) (或 6 )), 和 2,(T ) CK e,CT')2). 

注 记 ”在 定义 8.4 中 ,Gi) H'* 换 为 C* ,同样 可 引进 这 些 概念 和 
符号 ; (ii) 符号 Pre Ur, NI ,UNH' (Y'NH Y, R UN" } 亦 记 作 
Mr, Ur, NB UN IPANB }, R(UNH” }; Gii) 设 aC GLI(R), 
Z" J: UNH BRRR S (sk 3 3k APR), UKR V =a Ua 1. RAVN 
H* 的 代表 集合 (或 基本 区 域 ) 是 a 儿 * (证 明 留 给 读者 ). Gv) TV (或 
D0) 的 不 动 点 + 也 称 为 是 模 群 "(或 辛 群 UU) 的 不 动 点 7. 我们 记 : 

r. = {a € I"; r =a(r)), U. = (a € U; r = a(r)}, 
(8. 14) 
它们 也 称 为 是 ,及 7 的 不 动 点 z 的 稳定 (或 迷 向 ) 子 群 . 显然 有 . 
Sr, 41er; 工人 兰 FT/( 士 六, 当 一 TEER， 
(8. 15) 
U.=U,, 当 一 了 人 & Di U.=<U,/(+ D, 当 一 TE€U. 
(8.15!) 

以 后 我 们 仅 讨论 模 变 换 (8. 3) 及 其 有 关 概 念 , 且 把 模 变 换 (8. 3) 

看 作 是 扩大 的 上 半 复 平面 H' =HU {co}U {0} 到 自身 的 变换 . 由 于 
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x la+d|>2 BF, W H X Eq 4 tš hs G BB 38 CU IFZ), E Il AS Aa 
于 豆 "” ,所 以 我 们 不 讨论 双 曲 元 . 从 此 以 后 ,没有 特别 说 明 ,我 们 所 说 
的 都 是 指 扩 大 的 上 半 复 平面 H* =HU {oo}U {10} 上 的 模 变 换 (8. 3) 
及 其 有 关 概 念 . 特别 的 ,不 动 点 也 是 指 属于 H* 上 的 不 动 点 . 

下 面 的 基本 性 质 是 常用 的 . 

定理 8.1 (i) 设 a 是 抛物 元 (二 阶 椭圆 元 ,三 阶 椭圆 元 或 双 曲 元 )， 
oET, 那 么 ,vao-! 也 是 抛物 元 (二 阶 椭圆 元 三 阶 椭圆 元 ,或 双 曲 元 ); 

Gi) 设 t 是 抛物 点 (二 阶 椭圆 点 ,三 阶 椭圆 点 ,或 双 曲 点 ),oET,， 
那么 ,c(r) 也 是 抛物 点 (二 阶 椭圆 点 ,三 阶 椭圆 点 ,或 双 曲 点 ), 且 


Le,, = ol'.o 5 LI — oo 1; (8. 16) 
Gü) E P'OEPUCCT,BBZ TAIR r —E Jë VRSAR , l K 
=r n ri = r AT. (8. 17) 


有 反 过 来 , 告 r 是 的 不 动 点 ,那么 ,rt 是 的 不 动 点 的 充 要 条 件 是 
Ar: 不 是 平 几 子 群 . 
证 由 
[oao — AI | = |o| |e — A | |o | = |a — A | 
=% — (a + QA + 1, 
就 推出 (i).r 二 a(7) 成 并 的 充 要 条 件 是 oeo (o (z)) =o (z) ,由 此 及 
ORME Gi. (iii) 是 显然 的 ,具体 证 明 留 给 读者 . 证 毕 . 
P +I=aC€ T AAG. 1) 给 出 .下 面 来 给 出 a 是 抛物 元 ,二 阶 椭 
圆 元 ,三 阶 椭圆 元 时 的 具体 形式 及 其 不 动 点 . 
(A) a 是 抛物 元 . 
a 二 d 二 士 2, 一 bc 二 ( 士 1 一 d)?*. 它 的 特征 值 4= 土 1. G) 当 c 关 0 
时 ， 
十 2 一 & — (+ 1 -— d)’/c 
5 x c d | 
(+ 1 — d) = 0(mod |c|), (8. 18) 
相应 的 抛物 点 是 
r= (A —d)/c = (+ 1 — d)/c € H', 
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(+ 1 — d) = 0(mod [c | >. (8.19) 
Gi) 34 c=0 时 ， 
+ 1 b 
“一 | | 天 0， (8. 20) 
0 + 1 
El] a= +T" ,n>=- 0. 相应 的 抛物 点 是 
r= co € H”, (8. 21) 
XM tH f P 48 Bj lh na A. 


(B) a 是 二 阶 椭圆 元 . 
a+d=0,—bc=d°+1. E BJ EE A= +i. 
g d — (d° — 1)/c 
a = 
c d 
相应 的 二 阶 椭圆 点 是 
r= (à — d)/c = (+i — d)/c, d=— 1(mod |c|), 
| (8. 23) 
其 中 有 且 仅 有 一 个 属于 瑟 ". 这 就 给 出 了 所 有 的 二 阶 椭圆 元 和 二 阶 
椭圆 点 . 
(C) a 是 三 阶 椭圆 元 . 
a 十 4d 二 士 1, 一 bc 一 Q? 干 4 十 1. 它 的 特征 值 是 
At (1) = 1/2 +~ — 3/2 = et*3, a+d=1; (8.24) 
A} (— 1) =— 1/2 k /— 3/2 = et, a+d=-—]. 
(8. 25) 


| d’ =— 1(mod |c|). (8. 22) 


a+d=1 时 ， 
a = oos u < tD), d? — d + 1= 0(mod [c |), 
C a 
(8. 26) 
相应 的 三 阶 椭圆 点 是 
r = (At (1) — d)/c 一 (er — d)/c, 
d° — d + 1 = 0(mod |c | ) , (8. 27) 
其 中 有 且 仪 有 一 个 属于 H'; a 十 d 二 一 1 时 ， 
加 5 一 “Tee 
C d , 
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d’ + d +1 = 0Cmod |c|), ` (8. 28) 
H W HY — BW TW [Bi] sa E | 
t = (At (— 1) — d)/c = (et — d)/c, 

d j d + 1 = 0(mod |cl), (8. 29) 
其 中 有 且 仅 有 一 个 属于 H*. 这 就 给 出 了 所 有 的 三 阶 椭圆 元 和 三 阶 
椭圆 点 . 
综合 以 上 讨论 ,就 可 得 到 关于 完全 模 变 换 群 T( 即 完全 模 群 TT) 
的 抛物 元 各 椭 图 元 ,及 其 在 HH" 上 的 抛物 点 和 椭圆 点 的 三 个 定理 . 
定理 8.2 G) 完全 模 变换 群 下 ( 即 完全 模 群 了 ) 的 全 体 抛物 元 由 
式 (8. 18) 和 (8. 20) 给 出 ; 
Gi) HEREKE TRR ME 豆 " 上 的 全 体 抛物 点 
E(D = {œ} U (Q), (8. 30) 
它们 组 成 T( 即 工 ) 的 一 个 等 价 类 ，; 
Gii) 点 ce 的 稳定 子 群 
Po =(+ T", n € Z), T< = {T": nE Z}; (8.31) 
有 理 点 一 */r(Gr) 一 1,r>0) 的 稳定 子 群 
人- 一 oa iT 一 { 士 (CI7o) :和 DZ)， (8. 32) 
F_,, = o iFaa = (0° Toy: n € Z), (8. 33) 
其 中 o € T 是 任意 取 定 的 ,满足 a(—s/r)= co. 
证 G) 已 在 (A) 中 证 明 . 由 (A) 知 玉 的 抛物 点 一 定 是 有 理 点 或 
œ, {0} U O 是 一 个 工 等 价 类 是 显然 的 . 而 任 一 有 理 点 必 可 表 为 
—s/r,r>20,(s,r)=1, HVS 
0 一 |, ?je r, 使 得 c l(co) 一 一 SA]y， (8. 34) 


故 由 定理 8. 15ii) 知 一 s/r 一 定 是 抛物 点 ,这 就 证 明了 (ii),. 由 (A)Gii) 
立即 推出 式 (8. 31). 由 此 及 式 (8. 16) 推 出 式 (8. 32) 和 (8. 33). 证 毕 . 
此 外 ,容易 算出 ， 


o 17U = | 


] + nsr ns’ 
a aw 


2 9 
— nr 1 一 nsr 
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2 
r s pt 0 Jaez) 


一 nr’ ] 一 nsr 
P, = ii tas ns | nE z| (8. 36) 
— nr? ] -— nsr 

定理 8.3 G) 完全 模 变 换 群 工 ( 即 完全 模 群 下 ) 的 全 体 二 阶 椭圆 
元 由 式 (8. 22) 给 出 ; 

Gi) KERTARTA TERR MDE H EHE L 
=: 

€) = (G — s)/r; r > 0, $ =— ](modr)} (8.37) 
它们 组 成 工 ( 即 下 ?的 一 个 等 价 类 ,等 价 于 点 i; 

GH) 点 1 的 稳定 子 群 

D, = (S*: n= 0,1,2,3}, TDP = {S"; n = 0,1); (8.38) 
M G — s)/r 的 稳定 子 群 

Daos = e Dia = ((e-lSo)'; n = 0,1,2,3), 

Di yy = 0 io = ((c-1So)";, n = 0,1}, (8. 39) 
它们 分 别 是 四 阶 群 和 二 阶 群 ,其 中 cET 是 任意 取 定 的 ,满足 
olG—s)/r)=i. 

证 G) 已 在 (B) 中 证 明 . 式 (8. 38) 容 易 直 接 验 证 ,而 式 (8. 39) 
则 由 Ci) 及 定理 8.1Gi) 直 接 推出 ,所 以 只 要 来 证 (ii). 在 (B)? 中 已 证 明 
式 (8. 37) 成 立 ( 为 什么 ), 显 见 ,i 属于 这 集合 ,所 以 只 要 证 明 式 (8. 37) 
右边 的 集合 是 工 的 一 个 等 价 类 .下 等 价 于 i 的 点 一 定 是 : 

aG) = (ai + b)/(cl + d) = G + ac + bd) / (c° + d°), 
这 里 aET, 由 式 (8. 1) 给 出 .由 上 式 可 得 
(a? + EC t d7) = 1 + (ac + bd)’, 
取 一 * 一 cc 十 dr 一 c 十 di ,就 推出 a(i) 亦 属于 这 集合 . ES f 3) Fe 
( —s)/r:; r> 0, s°*==— 1(mod r), (8. 40) 
一 定 和 1 ET FA 这 就 是 要 证 明 : 对 这 样 的 (i 一 s)/r 一 定 存在 


>! ET, 使 得 oG)= G — s)/r, (8.41) 
妈 要 证 明 : 以 下 的 X, yy O 的 不 定 方 程 有 解 : 


g == 
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u’ +u =r, XA yo =s, xç — yu = 1. (8. 42) 
H # fF >r>20,s=-—1(modr)%IC( hL [PG&P3, BARE S 3 引 理 51), 
有 lto s Vo 满足 
us + v = r, so = u (modr), (uo,v0) = 1. (8.43) 
对 取 定 的 Wo ,vo， 一 次 不 定 方 程 Voz — uoy =l 的 通 解 是 : 
x£ = T F ut, y=y-+ ot, t€ Z, 
其 中 三 ,y 是 取 定 的 一 组 特 解 . 进而 有 
Lug + yoo = Tuo 十 yo + rt. 
利用 式 (8. 43), (8. 42) 及 条 件 s#2==—1(mod +) , u[ 4828 
Tus + yo. = s(mod r). 
所 以 上 有 加 满 $= 二 zwuo 十 yvo 十 rto. 容易 验证 : 取 
u = Uos, U= Up T= T+ udto 及 y= y + voto， 
由 式 (8. 41) 给 出 的 就 满足 要 求 . 证 毕 . 
最 后 ,来 讨论 三 阶 椭圆 元 及 三 阶 椭圆 点 . 
定理 8.4 G) 完全 模 变 换 群 工 ( 即 完全 模 群 下) 的 全 体 三 阶 椭圆 
元 由 式 (8. 26) 和 (8. 28) 给 出 ; 
Gi 完全 模 变 换 群 工 即 完全 模 群 DE H * T ñ 2: ik = Br WS IB 
LET) = ((et— s)/r;: r> 0, $ T s + 1 = 0(mod+)), 

(8. 44) 
它们 组 成 工 ( 即 的 一 个 等 价 类 ,等 价 于 点 2, 这 里 
0t=+ 1/2 + /— 3/2, p= p= e" = (pt)? = pt— 1; 

(8. 45) 
(iii) 点 2 的 稳定 子 群 
D, = {(ST)": n = 0,1,5}, T, = ((ST>*; n = 0,1,2}; 
(8. 46) 
A E= (o£ —s)/r 的 稳定 子 群 
I, = c Tso = ((c- 1STo)', n = 0,. ,5)}, 
LI, = oTo = ((e-1STo)'; n = 0,1,2}, (8. 47) 
它们 分 别 是 六 阶 群 和 三 阶 群 ,其 中 cET 是 任意 取 定 的 ,满足 
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ol) =p. 

证 G) 已 在 CC) 中 证 明 . sC (8. 46) 容 易 直 接 验 证 ,而 式 (8. 47) 
则 由 《ii 及 定理 8. 1Gii) 直 接 推出 ,所 以 只 要 来 证 (ii). 在 (C) 中 已 证 明 
式 (8. 44) 成立 ( 为 什么 ), 显 见 ,o 属于 这 集合 ,所 以 ,只 要 证 明 式 
(8. 44) 右 边 的 集合 是 工 的 一 个 等 价 类 .T 等 价 于 o 的 点 一 定 是 : 

a(p) = (ao + b)/ (cp + d) = (ap + b)Çcp + d)/ (e — cd + d°) 
=(p + ac + bd — bc) / (c° — ¿ad + d’), 
这 里 aET, 由 式 (8. 1) 给 出 . 由 上 式 可 得 
(a° — ab + b) Cle — cd + dê) 
= (ac + bd — bc)? — (ac + bd — bc) + 1, 
Ju —s=ac+bd—bc,r=c*—cd+ d° ,就 推出 a(p) 亦 属于 这 集合 .因而 
剩 下 还 要 证 明 : 式 (8. 44) 右 边 的 集合 中 的 任意 一 点 一 定 和 pp 是 TT 等 
价 的 , 由 po 二 po” =p? 一 1 知 p 和 和 pt 是 TT 等 价 的 ,所 以 只 要 分 别 证 明 ， 
(a) 任意 一 点 
(0 — s)/r: r > 0, $ — s + 1 = 0(mod r) 
必 和 ot Er F; (b) 任意 一 点 
(Pp — s)/r = (0 — s)/r;: r > 0, s? + s + 1 = 0(mod r) 
(8. 48) 
必 和 2 一 2 是 了 等 价 的 .我 们 来 证 明 (b),(a) 的 证 明 是 完全 相同 的 ， 
留 给 读者 . (b) 就 是 要 证 明 ; 对 这 样 的 (p 一 s)/r 一 定 存 在 


G = B ”le l, 使 得 o(p) 一 (O — s)/r, (8. 49) 
即 要 证 明 ; 以 下 的 zy 的 不 定 方 程 有 解 : 


u? — uv + v? = r, xu + yu — yu =— s, rv— w=1. 
(8. 50) 
由 条 件 r>>20,s°--s+-1==0(mod r) Hr 必 为 奇数 ,所 以 这 条 件 等 价 于 
(2s + 1) + 3 = 0(mod r>. 
因而 (利用 LP&P3, 第 六 章 $2 定理 4]), 必 有 wo,vo 满足 
us 一 Uovo 十 U =T, Uu 三 一 Sug(modr)， (xyzo) = 1. 
(8.51) 
对 取 定 的 wo,vo, 一 次 不 定 方程 vox 一 uoy 二 1 的 通 解 是 : 
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xr = T + ui, y= y+ vt, t€ Z, 

HP z,y 是 取 定 的 一 组 特 解 . 进而 有 

ru, 十 yoo 一 yuo = ug + XQ 一 Yugo + rt. 
利用 条 件 az ==— so (mod r), s#+s+ 1==0(mod r) 048 

Tuo + yo 一 yu, = — s(mod r), 
PLADA to WE — s= Tuot yv —yu trto 容易 验证 : 取 
u = Uos Q =, £= TH tdo, X y = F + Vitos 

就 有 式 (8. 49) 成 立 . 设 a 由 式 (8.1) 给 出 ,容易 看 出 a(p) 一 p 的 充 要 
条 件 是 

a +ac+ c = 1, d=ua-+c, 5=- c. 
由 此 可 直接 验证 式 (8. 46) 成 立 . 利用 定理 8. 1Gi) ,由 此 及 (ii) 就 推出 
Giii) 的 其 余 结论 .证 毕 . 


$9 和 完全 视 群 的 基本 区 域 


KPEE 有 "关于 完全 模 变 换 群 T( 即 完全 模 群 荆 ) 的 代表 集 
合 {INH' BITE }), 证 明 它 一 定 可 以 取 为 由 一 个 单 连通 区 域 添 
加 其 部 分 边界 所 组 成 的 区 域 , 即 是 一 个 基本 区 域 . 我 们 先 来 证 明 

定理 9.1 设 区 域 

F = FAT) = (T> = (r€. |r| >1, |Rer| < 1/2}, 

(9. 1) 
F =F (M=7 (T) 表 示 它 的 闭 包 (包含 点 oo) ( 见 图 9.1). 那么 ， 
对 任 一 点 rEH' , 必 有 aET, 使 得 a(r)€E Z . 

证 #rt=œ0, MA a=] BI nf. # r= —s/r,r2>20,(r,s)=1,]l] 
WA a€ D 使 a(—s/r)= co. 所 以 只 要 讨论 +C H. 考虑 以 r,1 为 基 构 
成 的 格 A 二 A(r,1), 由 性 质 1.3 知 必 有 w wE À 满足 : w Ew ,对 任 
意 的 wE A 有 |w| 之 |wz|, 对 任意 的 w 了 关 wE A 有 |w| 宇 |w|, 以 及 
Ime /e;>>0. 显 见 ,由 0,w ,wz 构成 的 三 角形 上 , 除 0,w os 外 没有 4 
中 的 其 他 格 点 . 这 样 ,由 性 质 1. 5 的 证 明知 ,wi,w 是 4 的 一 组 基 . 因 
而 由 性 质 1.7( 取 w sw 和 W) > (02 为 r,1 和 wi s wz) 知 ,存在 aC T 使 得 
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i i 
o F d 
i 
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1 i 
L l ~y 1 
P p. 
O 
图 9.1 
N Ë 
= g ° 
Wo 1 
以 及 r = ¿J / o = a(r) € H. H G x Wa 满足 的 条 件 推 出 : 
w, + w cO 
i>i Ir+1l|= — |> 2 |= !r i: 
2 


以 上 第 二 个 关系 式 就 是 |Rer | 委 1/2( 为 什么 ). 这 就 证 明了 
ar) EF. 
为 了 得 到 完全 模 群 的 基本 区 域 , 由 定理 9.1 知 只 要 在 多 J T 
等 价 点 中 取 定 一 点 即 可 得 到 . 为 此 , 先 证 明 以 下 两 个 结论 . 
引 理 9.2 iz c 尖 0, 多 ,多 由 定理 9. 1 给 出 .那么 ,(i) 4 z€ Z 
时 ,jer 十 d| 实 1; Gi) %% +€ 多 时 ,|cr+dl=1 的 充 要 条 件 是 : 
c=+ 1, d=0, r=eP, x/3 < D < 2x/3; (9. 2) 
| cd = 1, r= p = e%%⁄3, (9. 3) 


cd =— 1, r=1-+ p= e", (9. 4) 
证 3 c€. 时 有 
jer + d |° =c |r| + 2cdRer + d° > c2 — |cd | + d 
二 (|c| 一 ld D? + |\cd| > 1. 
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这 就 证 明了 (i). 显 见 ,上 式 中 第 一 个 不 等 号 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 
是 , [r7| =1l,d= 0;Rer= —1/2,cd=1;sk Rer=1/2,cd= —1,1W 8 
二 个 不 等 号 中 等 号 成 立 的 充 要 条 件 是 : d=0,c= +1; R |cd|=1. fi 
[cr 十 dl =1 就 是 要 这 两 个 等 号 同时 成 立 . 由 此 不 难 验 证 (ii 成 芯 ， 
定理 9.3 G) 上 关于 械 的 所 有 不 动 点 是 ; co,i,po( 一 0) 和 
1 十 6( 一 p+); GD 多 上 关于 下 的 所 有 等 价 点 是 : 
一 1/2 十 ft 和 1⁄2+ ü, MV3/2 寺 1 过 oo0; (9.5) 
o= 0) 和 l+ o= ot); (9. 6) 
es 和 e%-? x/3< 0< 2x/3, 0= x/2. (9. 7) 
证 iZ rr €. ,r,=s(z) , $p 


b 
+I = |° Jer. 
c d 


这 样 , 当 ti T? 时 就 给 出 了 不 动 点 , 当 TIT? 时 就 给 出 了 等 价 点 . 当 
c=0 BÍ ,r,—=zr, +n = 0). 因此 ,点 吕 2 是 不 动 点 .当即 闫 rts 时 ,由 于 
|Rezj| 声 1/2,Imrj 宇 MV 3 /2, 7 一 1,2, 就 推出 2 一 士 1. 因 而 有 等 价 点 
(9.5). 3 c#0 时 ,由 式 (1.15) 知 ， 

Imr; = Imr /jcr + d|2, Imr; = Imr,/| — cr, + al’. 
HEIE HGA ceri +d || —cr:+a|=1. H + TTE F ,所 以 由 引 理 
9. 2G2 Il 

[er + d| = | — cr, + a| = 1. 

由 此 及 引 理 9. 2 (ii) 就 可 得 到 满足 上 式 的 c,d,a,rti 及 r, 的 所 有 各 种 
情形 .下面 来 逐一 验证 . 

(a) d=0,c= +1. 这 时 有 

b= 干 ]， rT =e", n/3 << 2x/3. 

£ 4 一 0, 则 有 +, = 一 1/r. 因而 有 不 动 点 r= r, =i RFA 
(9.7); 

# a=1, WE z,= +1—1/⁄r,. 因而 有 不 动 点 

ri 一 Ts 二 P+， c=+l; 
寿 a 一 一 1, 则 有 rz 一干 1 一 1/m. 因而 有 不 动 点 


ri 一 zz 一 07， c=-k1. 
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(b) cd=1. 这 时 一 一 2. 
在 < 一 0, 则 2 一 一 cz 一 一 1/(ma 十 1). 因 而 有 不 动 点 
TST: =P ; 
若 a=1,c=1, l] b=0,r =p". AmA FA 
TIS ， r= p`; 
#a=—1,c=—1,W| p=0,r,= 1. 因而 有 等 价 点 
T=, T=p. 
容易 验证 ( 留 给 读者 ): a 二 一 1,c 二 1; a=1,c= —1 这 两 种 情形 不 可 
能 出 现 . 
(c) cd 二 一 1. XÍ r= ot. 
fi a 一 0, 则 5 二 一 c,ts 二 一 1/ (mi 一 1). 因而 有 不 动 点 
r= r, = 0; 
若 ae=1,c 一 一 1, 则 4=1,b=0,r-,= p. A mE S 
T=, rz 一 D j; 
知 a=—1,c=1, Nj d=—1,b=0,r-,= p .因而 有 等 价 点 
=P", 7 一 0 . 
容易 验证 ( 留 给 读者 ): a= l,c=1l;a=—1,c= —1 这 两 种 情形 不 可 
能 出 现 . 
综合 以 上 讨论 就 证 明了 定理 . 
由 定理 9.1 和 9.3 立即 推出 
定理 9.4 iZ. H EJE 0.1 给 出 .那么 ， 
"= Z * (T) = = * (T) 
= F U {œ} U (3 /2 <: < co) 
U (e”; x/2 < 0 < 27/3} (9. 8) 
是 H* T> PR21646 38E P'( TER MEEK Ç u, E] 9. 2). 
在 多 "中 有 且 仅 有 的 了 ( 即 全) 的 三 个 不 动 点 是 ; 抛物 点 ( 尖 点 )ce ,二 
阶 椭圆 点 i, 及 三 阶 椭圆 点 o. 
应 该 指出 ,在 定理 9. 3 的 证 明 中 同时 求 出 了 述 向 子 群 TT. ,Ti;, 和 
1,( 为 什么 ) ,请 读者 根据 定理 9. 3 的 证 明 写 出 这 些 迷 向 子 群 ,从 而 看 
出 这 和 定理 8. 1,8.2 和 8. 3 的 结果 是 一 样 的 . 此 外 ,我 们 知道 ,不 动 
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点 的 等 价 点 一 定 也 是 不 动 点 . 由 于 
如 "中 的 每 一 点 和 且 仅 和 Z “中 的 一 
点 是 等 价 的 ,所 以 ,H* 中 的 全 部 TT 
不 动 点 由 且 仅 由 ,i,p 确定 的 三 个 
r 等 价 类 所 给 出 . 容易 证 明 ( 留 给 读 
者 ): 这 就 是 在 定理 8.1,8.2 和 8.3 
中 给 出 的 三 个 工 等 价 类 .因此 ,利用 
定理 9. 4 关于 基本 区 域 的 结论 又 给 
出 了 这 三 个 定理 的 证 明 . 

FF“ 只 是 的 基本 区 域 的 一 种 
最 基本 的 形式 . 大 把 2" TAATA 
相交 部 分 之 和 : 图 9.2 

£ = SZ, Ú =; Ú) +: U Fri U Fes (9. 9) 
那么 ,对 任意 的 Q| G, s Qy Ga C T, 

G* = a lF) Ú z, (ZZ ,) U- U ae, (ZZ, 2) U a, (Z,), 

(9. 10) 
—E JE TNH 的 一 个 代表 集合 (为 什么 ). 如 果 G* 是 由 一 个 单 连通 区 
域 及 其 部 分 边界 构成 ,那么 , 它 也 是 TT 的 基本 区 域 . 用 这 样 的 方法 可 
以 构造 各 种 形式 的 基本 区 域 . 事实 上 ,以 上 的 讨论 以 任 一 基本 区 域 代 
£ SZ" PJ pk SF. 下面 来 举例 说 明 ( 需 要 证 明之 处 都 留 给 读者 ). 

G) 首先 取 多 =. 罗 " .这 时 ,对 任意 的 ET,a( 罗 “) 都 是 下 的 
基本 区 域 . 当 a> ta, 时 ,a (Z * ) 和 和 a, CF * )Ë í u[ 8ë Ll T 的 不 动 
扩 为 公共 点 外 ,没有 其 他 公共 点 . 对 取 定 的 基本 区 域 c (2 " ) (c € 
ET) ,在 所 有 的 基本 区 域 aF) a € T di ,#ll e(% * )8 Z--4t šh 2 Gn 
界 本 身 不 要 求 属于 基本 区 域 ) 的 是 且 仅 是 : TOF), TF"), 
K cS(Z *)C9FZ). 4 a= +I 时 ,和 .多 * 有 公共 边界 的 是 且 仅 是 
TOCA *), TCF), R SCF) OAA 9. 3). 对 每 一 点 rEH?' ,如 果 
AE P 的 不 动 点 ,那么 它 仅 属于 某 一 个 基本 区 域 CF) ,这 里 
YEL, YDE *., ME r ÆTTAR MRA, 

(a) 它 等 价 于 点 co, 即 是 抛物 点 时 , 设 Er, (r)=%0, XF ,r 
属于 且 仅 属于 以 下 无 穷 和 多 个 基本 区 域 ; 
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T (gs T (F *) 


-l +i 


i 
/ 


$- --.--. -r 


图 9.3 


YV aF), e= T", n€Z, Hl e€ P<; (9.11) 
(b) 它 等 价 于 点 i 即 是 二 阶 椭圆 点 时 , 设 Er, Cr) =i h} 
rz 仅 属于 以 下 两 个 基本 区 域 : 
Y a( 色 "”)，a 一 0 一 0,1， 即 acD"; (9.12) 
(c) EFF p(= 二 p ), 即 是 三 阶 椭圆 点 时 , 设 7;ET,7Ys(7)=p， 
这 时 z 仅 属于 以 下 三 个 基本 区 域 ， 
y;'a(*), a= (— ST)", n= 0,1,2, H < € D. 
| (9. 13) 
Gi) 现 把 . "分 为 
F” = Z, Ú =, U =, U =, U =; U (so) U Gü U (o), 
x (9. 14) 
其 中 (人 参见 图 9. 2) 
Fi =fr; |r| > 1, — 1/2 < Rer< 0)， 
S, =(r, |r| > 1,0<Rer<1⁄2), 
=, = (T; Rer = 0,Imr > 1}, (9. 15) 
S , =: Rer =— 1/2,Imr >~ 3 /2), 
F. = (r, T = e”, n/2 < 0 < 2x/3). 


G, =T(F) Ú >, U Z, U T(.Z,) 
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U T(Z;,) Ú {20} U ü; U (Tp)}; (9. 16) 
G; STCF) Ú Z; Ú Z, U T(.Z ) 

U S(Z;) U (so; U ü; U (T (o); (9. 17) 
G; =Z, U SC(F,) U =; UF, U F, 


U (ee) U (i) U (o); (9. 18) 
G; =, USCF) U Z, U F, U F; 

U {S<00)} U {i} U {P}; (9. 19) 
G; =, U TNF) U Z, U Z, U F, 

U (eo) U {i} U (e) (9. 20) 


都 是 基本 区 域 ( 见 图 9. 4 一 9. 8)， 


图 9.4 图 9.5 


在 以 上 所 举 的 所 有 基本 区 域 中 ,总 有 一 个 不 动 点 在 其 闭 包 上 有 
一 个 等 价 点 . 最后, 我们 来 举 一 个 不 同 的 例子 . 

Gii) 取 定 一 点 r= 1/2--it t> 3 /2. 作 一 通过 点 i 和 的 
圆 ,其 圆心 在 实 轴 上 (这 贺 是 惟一 确定 的 ), 它 与 圆 |r 十 1|==1 + 
z. 把 以 1+ p+), toi 为 顶点 ,以 直线 与 圆 弧 为 边 的 曲 边 三 角形 
所 围 成 的 开 区 域 记 作 Z ,容易 证 明 S FOREL o(= o ),r A 
顶点 ,以 圆 弧 为 边 的 曲 边 三 角形 所 围 成 的 开 区 域 ( 见 图 9.9). 现 把 
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in 


waww 


O 
9.8 
F'TA 
=" 一 多] UF, F, = FNF]. 
X FF 


G¿ = S(Z') U F, (9. 21) 
就 是 图 9. 9 Er RB T Bg 3k X R. 它 的 特点 是 属于 它 的 三 个 不 动 点 
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图 9.9 


oo,i 和 在 其 团 包 上 没有 别 的 等 价 点 . ES u — + co, W| G; 就 变 为 
G3 ER tj 一 十 ceo, 则 Ge RE CG. 

直面 我 们 继续 来 讨论 了 的 基本 区 域 a (2 " Ca € T). HUER 
述 方便 ,我 们 来 引进 测 地 线 的 概念 . 

定义 2%.1 设 完全 上 半 平 面 H—H U (co) U {R})( 即 上 半 平 面 H 
RMR LAKER). B 中 的 Gi) 圆心 在 实 轴 上 的 半圆 ; Gi) 实 部 为 
前 数 的 半 直 线 ( 可 看 作 是 忆 co 为 圆心 的 半圆 ) 称 为 测 地 线 . 

容易 证 明 ( 留 给 读者 ): 

定理 9.5 G) XH 中 任意 给 定 的 不同 的 两 点 (包括 点 co), 有 是 
仅 有 一 条 测 地 线 通过 这 两 点 ; Gi) 对 任 一 a€ SL;(R), 辛 变换 r= 二 
xzr) 把 测 地 线 变 为 测 地 线 . 

定义 和 2 给 定 瑟 中 的 不 在 同一 测 地 线 上 的 三 点 (包括 点 oo) 
A,B 和 C, 由 连接 它们 三 条 测 地 线段 构 或 的 曲 边 三 角形 称 为 是 后 中 
以 A,B,C 为 顶点 的 测 地 三 角形 . 以 点 oo,p 和 1+ o 为 顶点 的 测 地 三 
角形 Ao, 及 所 有 的 测 地 三 角形 ala), a € P (EJ D alo), ao), 
a(l1 十 Pp) 为 项 后 的 测 地 三 角形 ) , 均 称 为 是 模 三 角形 . 以 点 co,o 和 ji 为 
顶点 的 测 地 三 角形 A, ,以 点 oo,i 和 1 十 p 为 顶点 的 测 地 三 角形 A,, É 
所 有 的 测 地 三 角形 a(A1)( 即 以 a(oo0),a(p),ali) 为 顶点 的 测 地 三 角 
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形 ),a(4z)( 即 以 a(oo),a(i),al(l 十 Pp) 为 项 点 的 测 地 三 角形 ),aE€T， 
均 称 为 是 半 模 三 角形 . x 

这 样 , 若 不 计 工 等 价 点 ,TT 的 基本 区 域 = * 就 是 模 三 角形 A, 
本 区 域 z (27 *' ) 就 是 模 三 角形 aC AJ). 显 见 , 所 有 的 模 三 角形 恰好 给 
出 了 五 "的 一 个 不 重生 的 履 瘟 ( 见 图 9. 10 及 9. 11). 同样 ,所 有 的 半 
模 三 角形 也 恰好 给 出 了 HBH ' 的 一 个 不 重 芋 的 覆盖 ( 见 图 9. 12). 在 构 
造 基本 区 域 G? ARO. 21)) 中 所 取 的 F, 的 边界 就 是 以 1 十 p ,ro 
及 i 为 顶点 的 测 地 三 角形 ,而 SC 多 1) 的 边界 就 是 以 om 及 i 为 顶点 
的 测 地 三 角形 . 


图 9. 10 


在 $5 已 经 指出 : 完全 模 群 下 的 权 为 有 的 模 函 数 严 (r) 就 是 指 对 
任 一 aET, 满 足 关 系 式 (5.18)( 即 (5. 207) 的 吾 上 的 半 纯 函数 . 这 关 
系 式 表明 了 : F(7) 只 要 在 T 代 的 任 一 基本 区 域 上 的 值 确定 后 , 它 在 
H* 上 的 值 就 完全 确定 了 ,以 及 这 类 了 消 数 对 模 变 换 具有 某 种 不 变性 ， 
即 在 不 同 的 基本 区 域 上 它 的 性 质 实质 上 是 一 样 的 .因此 ,为 了 适合 于 
模 泡 数 的 研究 ,在 H" 上 引入 相应 的 拓扑 ,以 及 在 模 变 换 下 不 变 的 测 
度 是 必要 的 . 下面 先 来 讨论 前 者 ,后 者 则 是 下 一 节 的 内 容 . 
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图 9.11 


图 9.12 
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H ` 中 的 点 的 邻 域 及 点 列 的 极限 点 的 概念 
先 来 讨论 邻 域 的 概念 . 
G) A TEH, E} ro 不 是 抛物 点 . 对 给 定 的 6G>0, 点 mo 在 互 " 中 的 
6- 邻 域 是 : 
Qtr;6,H') = RQD NH, (9. 22) 
其 中 
QT;6) = (r; [T — ro | <ô}, (9. 23) 
当 ó 适当 小 时 整个 邻 域 属于 H; 
Gi) 点 r = co. 它 是 抛物 点 . 对 给 定 的 正 数 4>0, 抛 物 点 ce 在 
H "中 的 4- 邻 域 是 ; 
QAH') = (r: Imt > A}; (9.24) 
GH) 点 r= —s/r,r>>0,(s,r) =1. E ÆW J JX. 设 oo (—s/r) = 
oo, ET. 对 给 定 的 正 数 4>0, 抛 物 点 一 >/r # H' 中 的 4- 邻 域 是 
Q(— s/ryA,H*) = o, '(Q(co;A,H")). (9. 25) 
容易 证 明 这 邻 域 与 oa, 的 取 法 无 关 ( 为 什么 ). 从 定义 可 清楚 看 出 当 
r. € H 时 邻 域 的 概念 与 通常 复 平 面 上 邻 域 概念 是 一 样 的 ,但 当 ro 是 
抛物 点 时 ,就 不 同 了 . 
有 了 H'* 中 的 点 的 邻 域 的 概念 就 可 引进 HH* 中 的 点 列 的 极限 点 
的 概念 . 设 r, = 1,2,--. E H* rhÉJ— K 29|, rC H*. G) 点 r C H, 
即 ro 不 是 抛物 点 ,我 们 说 rm 是 点 列 {z,} 在 五 "中 的 极限 点 ,如 果 对 任 
意 小 的 G>0, 在 ro 的 0- 邻 域 QGro0, 7) 内 上 有 点 列 m 中 的 无 穷 多 
个 点 ;GD) 点 ro 是 抛物 点 ,我 们 说 re 是 点 列 {t,} 在 H' 中 的 极限 点 ， 
如 果 对 任意 大 的 4>0, 在 ro 的 4- 邻 域 Q(ro;4, 末 " ) 内 必 有 点 列 {z,) 
中 的 无 穷 多 个 点 . 
进而 ,可 以 引进 H'* 中 的 点 列 收敛 的 概念 . 利用 上 段 中 的 符号 . 
G) z € H. RATKA Z (ra) E H PRAA r, 如 果 对 任意 小 的 
ó6>0, VA N>0 WEE n> N 时 ,点 r, 一定 属于 ro 的 5- 邻 域 
Q(zmw;6,H"). 这 和 通常 的 概念 是 一 样 的 . Gi) r 是 抛物 点 . 我们 说 点 
列 {zc,} 在 H’* 中 收敛 到 ,如 果 对 任意 大 的 A>0, VA N>0,4Ë n> 
N 时 ,点 z, 一定 属于 r 的 4A- 令 域 Q(to;A,H*). 这 和 通常 定义 是 不 
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同 的 ,这 一 点 一 定 要 注意 . 容易 看 出 (为 什么 ): 
T, € QT; A, H”) 
就 是 
Imo, (7,) — A, 

其 中 o Er ERO. 25) , 当 ro 一 co 时 ,oo 一 了 

最 后 ,我们 来 讨论 这 样 一 个 问题 ; 对 取 定 的 工 的 一 个 基本 区 域 ， 
比如 说 是 Z * ,那么 ,对 一 个 点 .EH' , 它 的 一 个 邻 域 有 多 少 是 属于 
多 * 的 , 即 和 .FS * 的 交 是 怎样 的 ? 当 点 ro 所 .多 时 ,zo 的 适当 小 的 邻 域 
(BH 8 适当 小 或 4 适当 大 ) 必 和 .多 不 相交 ; 当 r € Z 时 mr 的 适当 小 
的 邻 域 必 完 全 属于 .多 ,这 两 种 情形 都 是 清楚 的 . 剩 下 的 要 考虑 ro 属 
于 多 的 边界 或 为 co, 这 时 rm 一 定 是 不 动 点 或 在 .多 NZ "上 有 等 价 
点 (定理 9.3 写 出 了 所 有 这 些 可 能 ). 这 样 一 个 点 可 以 属于 不 同 的 基 
本 区 域 ,例如 ; i 属于 5 “及 CT 一 Ce ; o 属于 % K G3 一 Ge ; co 8 
FFR G? (jZ⁄4);0 属于 SCF') 及 Gi ;—1/2+i G>. 37/2) 属 
于 =" K G; —G¿ .但 这 样 一 个 点 的 一 个 邻 域 有 多 少 部 分 属于 一 个 
基本 区 域 , 应 该 与 基本 区 域 的 选取 是 无 关 的 . 观察 以 上 的 例子 ,我 们 
可 以 合理 地 引进 以 下 的 定义 (这 里 取 .多 “来 讨论 ,其 他 类 似 , 留 给 该 
者 ), 这 实质 上 是 反映 了 基本 区 域 中 的 等 价 点 是 同一 个 点 这 一 事实 . 

O 对 点 ce 来 说 , 它 在 多 上 没有 等 价 点 ,所 以 它 的 一 个 邻 域 属 
于 多 “的 部 分 是 

Q(co;A,H*) 1 F”; 

Gi) 对 点 i 来 说 , 它 在 多 上 没有 等 价 点 ,所 以 它 的 一 个 邻 域 属 

于 多“ 的 部 分 是 
QG: ó, HO NF", 

IB — A F 8] ; 

(iii) 对 点 o= RH, CEF 上 有 等 价 点 1 十 o=of+ ,所 以 它 的 
一 个 邻 域 属于 = 的 部 分 是 

(QP 6,H*) URU HNA F, 

合 起 来 近似 1/3 个 阅 ， 

Gv) 对 点 一 1/2 十 这 (M3 /2<u<co Rip, EEF 上 有 等 价 点 


86 第 三 章 ”完全 模 群 


1/2 十 府 , 所 以 它 的 一 个 令 域 属于 多 “的 部 分 是 

(Q(— 1/2 -u;ó,H") U Q(1/2 + itið, H'D) 1 F”, 
当 6 充分 小 时 , 合 起 来 是 一 个 圆 , 即 整个 邻 域 属于 FZ" ,所 以 是 多“ 
的 内 点 .这 在 基本 区 域 Cs 中 可 以 清楚 看 出 . 


$ 10 平面 的 羊 测度 


本 节 要 在 完全 复 平面 C" 上 引进 某 种 角度 ,长 度 和 面积 的 度量 ， 
使 得 它们 在 六 变 换 下 是 不 变 的 . 两 曲线 在 其 交点 处 的 夹 角 的 定义 和 
通常 的 定义 是 一 样 的 , 即 是 在 该 点 处 这 两 曲线 的 切线 的 夹 角 ( 按 规定 
FED. 由 复 分 析 知 , 辛 变换 是 保 角 的 ,所 以 这 样 定义 的 夹 角 在 辛 变换 
下 不 变 . 容易 证 明 ( 留 给 读者 ): 两 测 地 线 的 交点 若 在 实 轴 上 或 为 oo， 
则 交角 为 零 , 且 反 过 来 也 对 ， 

下 面 来 考察 长 度 元 和 面积 元 . 由 微 积 分 学 知道 ,通常 的 长 度 元 是 

ds = ((dr)? + (dy)2)12, 


面积 元 是 
| dx = d<=dy. 
a b 
a| “|esLxCR),==z+iy. 我 们 来 考察 在 辛 变换 
, _ az + b 
cz + d 
下 , Ë A 的 长 度 元 ds 和 面积 元 dz 的 变化 . 设 z =r 十 1y ,及 
adi = ulr, y) + lo(XZ,y). 
因而 有 
六 
y =Z yai’ (10.1) 
dz’ 1 Ou  . Ov Ov Ou 


S 10 平面 的 辛 测度 


利用 以 上 各 式 ,经 变换 后 ,通常 的 长 度 元 的 平方 为 
ay ay || + 2] a 


ER] o 


! | 2 
(Cdz) + (dy) ) 


dz’ 
dz 


_ l 
lez 十 过 | 
由 此 及 式 (10. 1) 得 


(dr) + (dy 2 _ (dr)? + (dy 
(y)? p y? * 


由 微 积分 学 知 ,变换 后 的 面积 元 


Í 2 
dx'dy = dzdy = Fi dzdy 


由 此 及 式 (10. 1) 得 


(y! )° y’ 


(dz) + (dy). 
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(10.2) 


(10. 3) 


由 以 上 讨论 知 , 我 们 可 以 引进 以 下 的 测度 ,它们 在 辛 变换 下 是 不 


定义 10.1 完全 复 平 面 C" 上 的 辛 长 度 元 是 
dr)? + (dy)? 


M 


yi 
辛 面 积 元 是 
dzdy 
> o 
曲线 S“ 的 举 长 度 是 
| ((dz)2 + (dy)? 
s |y| , 


区 域 2 的 辛 面积 是 
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dzdy 
o y 
这 样 定义 的 曲线 的 羡 长 上 度 和 区 域 的 辛 面积 ,在 辛 变 换 下 是 不 变 
的 . 下面 来 讨论 在 完全 上 半 平 面 吾 上 HU teo) U {R}) 中 的 测 地 三 角形 


的 辛 面积 和 测 地 线 的 辛 长 度 . 
定理 10.1 设 点 A,B,CE 晶 ,不 在 同一 测 地 线 上 . 那么 , 测 地 三 
角形 ABC 的 辛 面积 等 于 
x — (ZA + Z5 + ZC), (10. 4) 


# rH ZA, ZB, ZC 是 测 地 三 角形 ABC 的 三 内 角 . 特别 的 , 模 三 角形 
的 辛 面积 等 于 x/3. 

证 以 下 A4BC 既 表 示 测 地 三 角形 也 表示 它 的 辛 面积 . 首先 来 
指出 : 任 一 测 地 三 角形 的 辛 面积 (以 下 简称 面积 ) 必 可 化 为 计算 至 少 
有 两 个 内 和 角 为 零 ( 妈 这 两 个 顶点 E12)U {R)) 的 测 地 三 角形 的 面 
积 . 为 此 ,我 们 来 讨论 图 10. 1 所 示 的 情形 (其 他 可 能 的 情形 请 读者 自 
C HE): ZB 和 人 C 都 不 等 于 零 . 这 时 点 B Al C 一定 不 在 实 轴 上 ， 
也 不 是 无 穷 远 点 (为 什么 ). 设 也 ,下 ,下 分 别 是 测 地 线 AB, BC,CA 和 
实 轴 的 交点 . 这 样 就 有 


O x 
图 10.1 
AABC= AABF— ACBF, (10. 5) 
进而 有 
AABF = A ADF — ABDF, (10. 6) 
ACBF = AEBF 一 AECF. (10.7) 


显 见 , 式 (10.6) 和 (10.7) 右 边 的 四 个 测 地 三 角形 均 有 两 个 内 角 为 零 . 
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这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 其 次 ,有 了 两 内 角 为 零 的 测 地 三 角形 其 相应 的 
顶点 必 属 于 {co} U {R}, 所 以 一 定 可 通过 辛 变换 把 其 变 为 一 个 顶点 
在 实 轴 上 ,一 个 顶点 为 co 的 测 地 三 角形 (为 什么 ). 当然 ,这 两 测 地 三 
和 角形 的 六 面积 和 相应 的 内 和 角 均 相等 . 因此 ,我 们 只 要 来 计算 如 图 
10.2 所 示 的 顶点 为 肪 ,G,o 的 测 地 三 角形 . 设 点 G , H 的 坐标 分 别 
ÄH (g,0),(h,D 21 H ,G 的 测 地 线 的 圆心 K 的 坐标 为 (%,0) ,半径 为 
;以 及 巨 点 处 的 内 角 为 a. 这 样 就 有 


和 HGoo -| — =f dx 
h) e—a y” h r? — (z — k) 


由 此 推出 
AADF = x — ZA, 
ABDF= x — ZDBF = x — (x — /B — ZCBF) 
= /B+ /CBF, 
AEBF = x — ZEBF = n — /CBF, 
AECF = x — ZECF = x — ZC. 
把 以 上 结果 代入 式 (10.6) 和 (10.7) ,由 式 (10.5) 即 得 式 (10. 4). 后 一 


Hü) |“ 


O K(k,0) x 
Ë 10. 2 


下 面 来 讨论 两 点 间 的 测 地 线 的 辛 长 度 . 
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定理 10.2 设 点 AAEH. A, 

Gi) HA A, , A; 的 横 坐 标 相 同时 , 设 y1,yz 是 它们 的 纵 坐 标 , 昌 
yi <y>. 这 时 以 4 A; 为 并 后 的 测 地 线 的 六 长 度 是 

log Cy»/y1); 

Gi) 当 点 A A: 的 横 坐 标 不 相同 时 , 设 通过 A, A, 的 测 地 线 是 
以 点 BC6,0) 为 圆心 ,半径 为 > 的 半圆 . 再 设 0 ,02: 分 别 是 直线 BA, 
BA: AUE H KAHI 3 f , H. 0<2. 这 时 以 4 , A; 为 端点 的 测 地 线 的 
辛 长 度 是 

log (tan(0,/2)/tan(0,/2)); 

(iii》 无论 以 上 何 种 情形 ,以 4: A: 为 端点 的 任 一 光滑 曲线 的 辛 
长 度 都 不 小 于 以 A,, A, 为 端点 的 测 地 线 的 辛 长 度 ， 

证 我们 来 证 (i) 和 (i )，() 是 显然 的 留 给 读者 . 由 图 10.3 知 ， 
从 A, 到 A; 的 测 地 线 有 参数 方程 

x = b + rcos@, y=rsing, 0 < 0 < 0,, 
因此 , 它 的 侍 长 度 等 于 (利用 dz = —rsin@0dë0, _ rcos0d0) 
2 ((— rsin0d0)2 + (rcos0d0)2)1⁄/ z 1200/2 
;rsing — L = sin Ë ran0,/2` 


1 


这 就 证 明了 Qi). 设 以 A, A; 为 端点 的 光滑 曲线 SZ 有 以 下 的 参数 方 
程 : 


x = b + J(0)5cos0, y = /f(0O5sin@0, @, < 0 < 0,, 
其 中 大 CO) 是 点 B 到 该 曲线 上 的 点 P 的 距离 ,9 是 BP 和 实 轴 的 交角 
(EER 10. 3, 我 们 就 讨论 图 示 的 情形 ,曲线 <“ 的 其 他 人 情形 可 归 续 为 
此 ). 由 于 曲线 是 光滑 的 ,所 以 f(9) 是 连续 可 微 的 . ES Jt, HR <Z 的 
竺 长 度 等 于 
[ {Cf' (0)cos0 一 fC0)sin0)? + (f! (0)sin0 + J (@xycos0)°)'* jg 


| J (0)sin@ 
g 
_ [í | 12 do 2 do tang, /2 
=| £ + | Jf 0) | sinô > A sing = log tan, /2' 
这 就 证 明了 Gi) @, 


中 当 乡 是 测 地 线 时 ,f(9) 三 r, 所 以 等 号 成 立 , 这 就 是 (让) 的 证 明 . 
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1， 求 出 了 中 的 所 有 元 素 a, IË 485 Gi) aS = Sa; Gi) a (ST) = 
CST )a. 

2. 求 出 以 下 各 点 在 基本 区 域 多 "中 的 了 等 价 点 : 

G) (8-6) /(3+20; Gi) G0i+11)/(6i+12). 

3. 给 出 一 个 求 在 基本 区 域 多 "中 的 了 工 等 价 点 的 方法 . 

4. 本 题 是 讨论 实 二 次 型 Q(zx,y)= 二 ax’: 十 bry 十 cy:， a,b,cER.D 
=% — 4ac 各 为 二 次 型 Q(z,y) 的 判别 式 . G ZRA F, y= 
at HO r y 十 cy 称 为 是 和 二 次 型 Q(x,y) 相 似 的 ,如 果 存 在 aE 


,使 得 在 变换 
= ly. 


下 ;有 QCzr,y) 二 F(zr' ,yy ). WER: 这 种 相似 关系 是 等 价 关 系 , 且 相似 
的 二 次 型 有 相同 的 判别 式 . 这样, 全 体 实 二 次 型 可 按 这 样 的 等 价 关 系 
分 为 两 两 不 相交 的 等 价 类 ; Gi) 实 二 次 型 Q(x,y) 称 为 是 正定 的 ,如 
X a2>0, D<0. W az? 十 bz 十 c= 二 0 的 虚 部 为 正 的 根 为 r, RIIIE r 是 
正定 实 二 次 型 Q(z,y) 的 代表 . 证明; 对 固定 的 DD 过 0, 全 体 判 别 式 为 
D 的 正定 实 二 次 型 与 上 半 复 平面 Imz>0 的 点 之 间 是 一 一 对 应 的 ， 
以 及 两 个 判别 式 相 同 的 正定 实 二 次 型 是 相似 的 充 要 条 件 是 它们 的 代 
表 是 TT 等 价 的 ; Gi) 我 们 称 一 个 正定 实 二 次 型 是 约 化 的 ,如 果 它 的 
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代表 z 属于 工 的 基本 区 域 Z. EH: 两 个 约 化 型 是 相似 的 充 要 条 
件 是 它们 是 恒 等 的 ,以 及 在 每 个 等 价 类 中 恰好 包含 一 个 约 化 型 . Giv) 
证 明 : Q(z,y) 是 约 化 型 的 充 要 人 条 件 是 一 a<b 夺 a 过 ce 或 0Scbsca==c; 
(v) BÆ abc EZ. 证明: 对 给 定 的 判别 式 D<, A D 为 判别 式 的 
全 体 正定 二 次 型 仅 有 有 限 个 等 价 类 ,其 个 数 记 作 h(D), 称 为 类 数 ; 
(vi) 求 出 判别 式 为 忆 ( 一 20 委 局 委 一 1 的 所 有 系数 为 整数 的 约 化 正 
定 二 次 型 ,及 类 数 h (D). 

5. 求 出 春 干 组 由 两 个 元 素 组 成 的 了 的 生成 元 ， 

6. G) 证 明 : 双 曲 变换 的 不 动 点 一 定 是 两 个 共 斩 的 实 二 次 无 理 
Hrs VD, r,sEQ, DEN, 且 是 非 平方 数 ; Gi) 所 有 以 r+ 
s MD 为 不 动 点 的 全 体 模 变换 构成 一 个 无 限 循环 群 . 

7. G) 讨论 定理 10. 1 除 图 10. 1 以 外 的 其 他 可 能 的 情形 ; Gi) 
证 明定 理 10.1 中 的 结论 ; 模 三 角形 的 辛 面积 等 于 x/3; Gi) 证 明定 
理 10. 2 中 的 结论 Gi). 

8. 计算 由 曲线 x 十 yy 一 1,x? 十 y: 二 2,X 二 1/2,X 二 一 1/2 在 上 半 
平面 所 围 成 的 区 域 的 辛 面积. 

9. 设 之 ] 9 之 2 9 之 3 9 之 4 是 复 平 面 上 的 四 点 , 志 
(z3 一 z) / % 一 Z3) 

(z, 一 z )/(z;j — z4)’ 
并 称 它 为 四 点 z ,z; zs z,Í 的 交 比 .证 明 : G) 在 复 系数 的 分 式 线性 
变换 


r (>, |, Z $ 23 Z4) = 


, _ Q> + b 
cz + d” 


FREDE; Gi 交 比 为 实数 的 充 要 条 件 是 这 四 点 在 同一 圆周 或 直 
线 ( 半 径 为 无 穿 大 之 圆周 ) E; GD 设 A,, A, 为 上 半 平 面 上 的 两 点 ， 
过 这 两 点 的 测 地 线 交 实 轴 于 A, A, 两 点 , 且 A, ,A;, As, A, 按 道 时 针 
方向 排列 .证明 ; 过 点 A, , A; 的 测 地 线 的 长 度 等 于 

log |r CAs, As;As, Ai)|; 
Gv) 如 何 把 G0) 中 的 结论 推广 到 A, A, 有 相同 的 横 坐 标的 情形 ? 


a,b,c d € C 
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了 解 得 较为 清楚 的 一 类 重要 模 群 是 所 谓 同 余子 群 ,这 也 是 我 们 
以 后 要 用 到 的 . 本 章 就 是 讨论 它 的 性 质 .在 8$11 将 讨论 同 余 子 群 的 
概念 ,基本 性 质 , 及 其 陪 集 分 解 . § 12 和 8 13 讨论 一 般 的 指数 有 限 的 
模 ( 变 换 ) 群 的 不 动 点 和 它 的 基本 区 域 及 生成 元 . 对 模 ( 变 换 ) 群 来 说 ， 
它 的 不 动 点 .基本 区 域 和 生成 元 要 比 完 全 模 ( 变 换 ) 群 复杂 得 多 ,所 
以 ,在 3 14 我 们 给 出 了 几 个 简单 的 具体 例子 ,这 些 例子 可 以 分 散在 
以 上 各 节 讲 . . 


S11 同 余子 群 及 其 陪 集 分 解 
设 Z, 是 模 的 剩余 类 环 , Z; 是 Z, rh BJ u[ 5: pp 2 ZH p BJ 3 zÉ: 
群 ,以 及 模 的 剩余 类 环 Z, CAISE Zo eE BE 


a b 
s=] |, asbsc,d € Z, ad — be = 1 . 


SL, (Z,) = 
2 ( - 4 


(11. 1) 
这 样 ,由 Z š] Z, É) Ë 2K ul 2 Bi WJ 
J: = >z mod n (11. 2) 
就 诱导 出 了 一 SL:(Z) 到 SLz(2,) (或 一 般 的 , GL, (2Z) 到 GL;(2,)) 的 
自然 同 态 映射 


J: o >a mod n, (11. 3) 
这 里 
a b a b 
G = | |s r, 和 (o) — go mod n = | É SL,(Z,), 
c d c d 
(11. 4) 


后 者 中 的 a,b,c K d€ Z,, B] 32 $£ a mod n, b mod n, c mod n, K 
a mod n, H. c mod n € SL, (Z, ) ,也 经 常 写 为 o E SL, (Z,.) , BI IK >= 
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modn 不 写 . 只 要 模 n 固定 ,两 者 是 不 会 混淆 的 . 这 样 一 来 ,通过 考虑 
SLz(Z,) 中 的 子 群 在 这 目 然 同 态 映 射 下 的 原 像 , 就 可 得 到 械 的 各 种 
形式 的 子 群 . 
设 S ERER Z UTR, 是 正 整 数 旦 7in, 以 及 

SI Q) = {a € Z,: lla). (11.5) 
FREH, S OÈ Z, OMET, UR ç (SE GD) ) 一 1Z. 现 设 mr， 
s 是 正 整 数 , 满 足 条 件 

rin, sln, K nl|rs. (11. 6) 
QE: 这 里 要 求 满足 条 件 : rin,s|n, 是 为 使 讨论 简化 , 且 也 满足 我 们 
以 后 的 需要 . 2352, 


b 
HS ,r,s) -1 = b "|e SL,(2,): 4 € S”, 
C 


c € S Cr), bE szo! (11.7) 

是 SL:(Z.) 的 子 群 (为 什么 ). 这 样 , 它 的 原 像 

P(SZ;r,s) = $ '(H(SZ ,r,s)) (11. 8) 
就 是 工 的 子 群 . 特别 的 , 当 $。 是 z; 的 显然 子 群 (1} 时 , 记 

Dnsr,s) = 2 '(H((1),r,s)); (11. 9) 
4 SX =z; 时 , 记 

Dolnsr,s) = $ '(H(Z;/ ,r,s)). (11.10) 
容易 验证 ( 留 给 读者 ) 


a b 
YC IIS -|- | | je l; (a,n) = 1, 
c d 
c = 0(mod r) ,ó = 0 (mod ə} (11.11) 


b 
I, Gmi;r,s) = Ë 一 b "|e [nsr,s): a = l(mod n) |. 
c 


(11. 12) 
由 条 件 (11. 6) 知 它们 的 元 素 均 满足 
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ad == 1 (mod n). (11. 13) 
特别 的 ,我们 记 
Diin) 一 Ta) = Doln;l,n), LOD = ToGin,n), 
(11. 14) 
Din) = T, G ;xn,1), T!) = P. (n;1,n), Tn) = TD G;n,n). 
(11. 15) 


定义 11.1 #IJER TO) T H n EJ yE, DWET BJ 
n 级 Hecke 同 余 子 群 . LTr Ær HTE. 若 有 正 整 数 使 得 f(x) 必 
T , 则 称 "是 TT 的 级 同 余子 群 或 同 余子 群 . 若 TQ()ST' ,而 对 任意 
的 n<¿1, TOMET , 则 称 卫 是 了 的 /级 本 原 同 余子 群 ,: 称 为 是 同 余 
子 群 的 本 原 级 或 导 子 . x 

容易 证 明 ( 留 给 读者 ),T(SX;r,s) 一 定 是 TT 的 同 余子 群 , 且 是 
[r,sj 级 本 原 同 余子 群 . 因此 ,由 式 (11.14),(11.15) 给 出 的 T 的 子 群 
都 是 n 级 本 原 同 余子 群 . 

T =T(1)=SL;(Z)šl] SL;(2Z,) 的 自然 同 态 映射 py 有 以 下 重要 性 


Mi: 
定理 11.1 T=SL: (Z) SL;(2Z,) 的 自然 同 态 映射 yg 是 一 个 满 
射 , 即 对 每 个 
a b 
0 一 b °| SL, (Z,) 
WA 


H v 
a= | Je r= suo. 
t 


s 
使 得 ya) =0, B] 
uEamodn, v€Eb modn, s€cmodn, K tEdmodn. 
证 ”不妨 假 定 a 关 0( 为 什么 ). 由 条 件 知 整数 a,5,c,d 满足 ad 一 
bc=] (mod n), BLA ad 一 bc 十 ne 二 1,e 为 某 一 整数 . 因 a 关 0, 可 取 
k= || pp， 为 素数 . 
pla,plb 


由 此 及 (a,b,n)= 二 1 推出 
(asb + kn) = 1. (11. 16) 
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因而 必 有 整数 ım 满足 al 一 收 十 kn)m= 二 e 十 kc. 这 样 , 我 们 取 u=a, 
v=b+kn, s=c+mn X t=d+in SE WS E SE K. 
定理 11.2 OTET HEAT; GD 在 条 件 (11. 6) 下 ， 
xn;r,s) 是 Ton;r,s) 的 正规 子 群 . 
, 证 对 wweEGL:(Z), 符 号 
a == a! (mod n) (11. 17) 
表示 Jy(a) 王 gla'). 这 样 ,对 任意 的 aC T) K o € T 有 


1 0 1 0 
ax ! = a| | == | limo n), 
0 1 0 1 


所 以 ,cao ET Cn) ,这 就 证 明了 (i). 下面 来 证 (ii). iZ 


a sb u s 
a = | | [I Gir,s), 0 一 | je [o n;r,s), 
d rz 


re y 


由 此 及 条 件 (11. 6) 就 推出 : 

ga = | “ “| "| y paS] 1 * aaa, 
rz yj3crc l13J8S— rz ti r x 1 

因此 oao ET Cn;r,s) ,这 就 证 明了 (ii). 


下 面 来 讨论 几 个 基本 同 余 子 群 的 指数 和 陪 集 分 解 . 
定理 11.3 我 们 有 


G) [D m) : TO) ] = n, (11. 18) 
RE H FS 3 r WE 
iG -Ul "re, bn) -= Urol | 
(11.19) 
(11) [Do : T. @) =g), (11. 20) 
其 还 . 右 陪 集 分 解 是 
Po (a) = LU O DE, Do) = U Ded), 
dmodn,(d,n)=1 dmodn,(d,n)=1 
(11.21) 


其 中 po(Cd) 和 是 任意 取 定 的 一 个 矩阵 ,满足 


dl x 
pad) € P.G), pld) = | o d | nod) (11. 22) 
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这 里 dd '=1(mod n). 特别 地 ,可 取 


d! 0 d` 十 1 
a= | | dn) 3 d=) | 
P 0 2 p( + (dd — 1) d 

(11. 23) 
(111) T: Pod ]=a J (1+4 ; (11. 24) 
pin 
其 左右 障 集 分 解 是 
l c! 
I 一 一 | Fr 4 + 
U cmoda/l, (c, Dd-iL— c (1 — cc™})/l o), (11.25) 


F = U ° D) , (11. 26) 


lin cmodn/l,(c,=1 
其 中 对 c 求 并 的 条 件 * 表示 : c 是 任意 取 定 的 一 组 满足 以 下 条 件 的 
全 部 整数 ， 


Ë 一 cc )/l 一 | 
c l 


c 对 模 n/i 两 两 不 同 余 ， HeD = 1. (11. 27) 
要 注意 的 是 c 不 是 在 模 n/i 的 任意 取 定 的 一 组 完全 剩余 系 中 取 值 . 


T :To 一 lI: 一 | ; (11. 28) 
[G 2) : Pn)] = gn), (11. 29) 
及 
{Ton) : D] = [T° Cn) : E] = n. (11. 30) 
证 设 
a; b, 
F B 2 7 一 


我 们 先 来 证 (i). 4 asa € T OHF, E RT T.G) T To h A — 
个 石 陪 集 的 充 要 条 件 是 aa ET(n), 由 于 


_ 1 b 1 —b 1] 5, — b 
oem 
O 1 -LO 1 0 1 


Jr L] ü 33 2 TF RK ZE: 
b, = b,(mod n), 


这 就 证 明了 式 (11. 18) 和 式 (11. 19) 中 的 右 陪 集 分 解 式 成 立 . 进而 推 
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出 左 陪 集 分 解 式 也 成 立 ( 为 什么 ). 其 次 来 证 (Gi). 当 ar, a, ETo(n) 时 ， 


4 — b da, ab, — ab 
aya) = É fil 1 ' |= | 1&2 10? 2 i (mod n). 
Ü d, $ dı 0 ad, 


注意 到 这 时 有 aidi=a:d:=1 (mod n) ,所 以 aza, € T. m) , E] ar, a, 属 
T 有 Pa) 的 同一 个 右 陪 集 的 充 要 条 件 是 

d, = d,(mod n). 
这 就 证 明了 式 (11. 20) 及 式 (11. 21) 中 的 右 陪 集 分 解 式 也 成 立 . 由 定 
JE 11.2( 让 知人 (mn) 是 了 xn) 的 正规 子 群 ,所 以 左 陪 集 分 解 式 也 成 立 
(为 什么 ). 现在 来 证 Gii), 4 asa ET 时 ,它们 属于 Tx) 的 同一 个 
右 陪 集 的 充 要 条 件 是 : 

cid, — cod, = 0 (mod n). 

H J, É Cidi) = (c, ,d,) =1, WE H 1:48 

(disn) == (dn). 
i (d, .n)=1. 容易 证 明 ( 留 给 读者 ): BARR s,.t 满足 

sb, +tdi =l, (s, = 1, nis. 

因此 , 必 有 


u U 
=| le Poin), 
S £ 
使 得 
x x 
sa = | le Fr, Ljan. 
x l 


这 表明 本 关于 T(x) 的 每 个 右 陪 集 代表 元 素 均 可 取 为 如 上 的 形式 ， 
容易 验证 ( 留 给 读者 ): 

a b a 'b 

b g P. |n, $ h ME P, Vin 


d 


属于 同一 个 To C) BJ q ES 8 BJ 3638 28 F Es : 

l =l, d = c(mod n /l). (11. 31) 
综合 以 上 讨论 就 推出 : 右 障 集 分 解 式 (11. 26) 成 立 , 进 而 (为 什么 ) 左 
陪 集 分 解 式 (11.25) 也 成 立 , 以 及 [TT : JETRE.: Ln 及 条 件 
(11. 27) 的 全 部 数 对 {1,c}) 的 个 数 . 先 来 求 对 固定 的 1n) 满 足 条 件 
(11. 27) 的 c 的 个 数 . 由 式 (11. 16)( 取 xz,n/l RE abon), ER 
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余 类 z mod z/ 中 有 整数 c fl 1 互 素 的 充 要 条 件 是 


(m,n/l,l) 一 (zy Cn/l,L)) = ]. (11. 32) 
所 以 ,能 取 到 这 样 的 c 的 模 ”/ 的 剩余 类 个 数 是 
2⁄2 _ 
oC (n/L) LD = /f(i,n), Lln. (11. 33) 


因而 推出 
[E : ma] = > FU,n). 
lin 


容易 证 明 ( 留 给 读者 ): 上 式 右边 是 ”的 积 性 函数 ,以 及 对 素数 户 有 


[T : ToCp] 一 六 十 p| 1 一 L| 十 … 十 zl 1 一 L| + 1 
= >| 1 + LJ. 
这 就 证 明了 式 (11. 24). HK (11.18), (11. 20 R (11. 24) 就 推出 式 
(11. 28). 式 (11. 29) 和 (11. 30) 的 证 明 留 给 读者 . 证 毕 . 
应 该 指出 : 由 定理 11.1 知 , T: Ta)] 就 是 群 SLi(2,) 的 阶 
一 一 它 的 元 素 个 数 ( 为 什么 ) ,也 就 是 四 个 变数 的 同 余 方 程 
ad — bc = ] (mod n) 
的 解 {a ,5,c ,dd} 的 个 数 . ZA U, X WW A E ES ”的 积 性 函数 . 由 此 就 能 直 
接 证 明 式 (11. 28) ,进而 由 式 (11. 18) 及 (11. 20) 推 出 式 (11. 24). 这 些 
讨论 留 给 读者 . 这 个 方法 的 缺点 是 不 能 直接 得 到 陪 集 分 解 式 (11. 25) 
和 (11. 26). 
定理 11.4 WT ER] fE, Ton T K aC GLI(0). 那么 ， 
I” = (ai'a  ) YT 
也 是 同 余子 群 . 特别 地 , 当 aET r RRETA Ta 1 Pt ij £ f 
群 , 且 和 了 有 相同 的 本 原 级 . 
证 ”由 于 上 必 有 有 理 数 使 得 seaEGL，(Z) ,以 及 
aa = (sa)! (sa) 1, 
所 以 ,不 妨 假设 aE MC). 注意 到 na 1 € M(n), 我 们 有 


Ü 
(na !)['(mn)a = k | (mod mn), 
O n 
因而 有 
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_ 1 0 
«Tmn)a = 0 1 (mod m). 


由 此 推出 
Cmn) Z allima, <Í € MO). (11. 34) 
这 就 证 明了 前 一 部 分 结论 .后 半 结 论 即 是 n=1 的 情形 ,证 明 留 给 读 
者 . 
类 似 于 式 (11. 34) ,容易 证 明 ( 留 给 读者 )， 
Demn) Ca Tm)a, a€ M(n), (11. 35) 
Cnm) E al'nm)a , aE Mn), (11. 36) 
I'm) Ca Tnm)a, a € M(n). (11. 37) 


定理 11.4 是 构造 同 余子 群 的 有 用 方法 .下面 举 几 个 例子 . 设 n 
是 正 整数 . 几 个 常用 的 矩阵 记 为 


À Ë i B -| | w -| | 
w o al w= o 1J (n) y o 


(11. 38) 
显然 有 ， 
SBa = Wç; nB) = A ° W =— W. (11.39) 
A. | “|Add = Bul “|B — B | (11. 40) 
“Le dd ” “Le dj ” nc d 
azi? la. = Bw b Jez = | ° ”| (11. 41) 
c d c d cm d 
Wy f M: _ wz Mu: _ | d 一 | 
wj 了 | 四 四 了 | nh a ° 
(11. 42) 
以 及 
W TW, = ST”S 1 = B i "J (11. 43) 
由 此 ,不 难 推出 


(Awl An) N T= Bol Ba) N T = Am TODA 
= BO Be = T.G), (11.44) 
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(AG ITA...) N T= BoB) AT = APAA 
= Bro mB = Ca), (11. 45) 
(W TWR NE = War Wa = Tn). (11. 46) 
下 面 来 举 一 个 不 同形 式 的 同 余子 群 的 例子 : 
V 一 下 (CTU 一 了 USU 一 5) 一 下 (2)1S)， (11.47) 
当 2 一 2 时 , 它 称 为 Theta 群 , 记 为 
Pe = rd U S). (11. 48) 
HFT ) 是 工 的 正规 子 群 , 所 以 对 任 一 模 群 I”, DT” 一定 是 
一 个 同 余子 群 (为 什么 ), 当 取 "= (S), Eii H 生成 的 子 群 时 ,就 是 
式 (11.47). 4 n=2 时 ,一 TET(2), 式 (11. 47) 就 变 为 式 (11. 48). 可 
以 证 明 ( 留 给 读者 ): 
T=T TUT UTS). (11. 49) 
最 后 ,我 们 来 证 明 关 于 同人 余子 群 的 本 原 级 ( 即 导 子 ) 的 一 个 结果 . 
定理 11.5 设 开 是 同 余子 群 ,其 本 原 级 为 !. 以 上 表示 满足 以 下 
条 件 的 最 小 正 整数 m: 
ol”"o ET， 对 任意 的 c € T, (11. 50) 
那么 /二 上 . 
证 BE? 满足 条 件 (11. 50) ,所 以 RSL i I=qk-Fr,0<r—<k. 
对 任意 的 c € T 有 
oT’o = (oT'o l)(cT*a 1) 4 € T'. 
H, £ £ KREE r=0,k il. 所 以 PQ C T E). 
下 面 来 证 下 (AD2ST' ,由 此 及 /是 工 的 本 原 级 就 推出 /=&. 设 


-| | TCR) 
e c d I 


我 们 的 证 明 是 构造 性 的 . 具体 地 说 ,我 们 要 利用 条 件 (11. 50) 对 m=k 

成 立 , 符 别 是 T "ET ,来 构造 奋 干 个 属于 了 的 矩阵 ,它们 依次 右 乘 或 

ERT wx, 使 得 最 后 得 到 一 个 属于 了 的 抢 阵 . 由 此 就 推出 cac r" , 即 

CR)CI". H(d,ck)=1 知 , 必 有 整数 gj 使 di 二 4d 十 gick MLER 

(为 什么 ) ,因而 有 | 
g _ [4 b + agık 

a = ay “1 = | | 


E herw 
c d+cgkd Le a, JS i 
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H |b, ,kl Aldi d) =1 知 , 必 有 整数 g, 使 
bi/k + dig, = 0 (mod ¿/k), 
所 以 有 
， kaa h + diet] 
a, = T al = 
C d, 
一 ” je T), Ll 
© Le di i ü 


同 理 , 必 有 整数 £3 满足 
c/k + dig; = 0 (mod i/k), 
所 以 进一步 有 


| 1 N B + b;gsk i 
G, = Q == 
i ⁄ gak 1 C 十 digk di 
d3 b, 
— c€ rC), Z| (2 cl)， 
C; d, 


注意 到 adi =l (mod I), K I| (6, ,c,) RIS 
| d3 asd, — 1 
e, = 
l1 — azdı) d,(2 — asdi) 
我 们 把 a BSN 


| ] Ji as “| Q 1 
@, = 
` L1— d 1ill—a, 2— ajJLo 1 


| 1 | P A 
= Qs $ 
1 一 Cd 1 0 1 
01] 1 
s| 1 21 l: 
— ] 1 — ] 1 


由 此 及 名 |a; 一 1, 条 件 (11. 50) (m= 二 有) ,就 推出 w ET, hacr, 
kid 一 1，T*ET' 及 对 任意 整数 g 有 

| l |- ST 2S ET", 

gk 1 | 
就 推出 a C T. 由 此 及 k | 推出 a, € T". 进而 依次 推出 yw2yCQ1 É a ËJ 


|= a (mod j), a Er. 


以 及 
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在 $8 已 讨论 了 完全 模 变 换 群 T 的 不 动 点 ,证 明了 它 的 全 部 抛 
物 点 (或 检点 )、 二 阶 椭圆 点 和 三 阶 椭 加 点 分 别 由 co,i 和 所 确定 的 
三 个 了 下 等 价 类 所 组 成 ,并 给 出 了 它们 的 稳定 子 群 ( 见 定 理 8. 2,8.3 
及 8.4). 本 节 要 来 讨论 完全 模 变换 群 工 的 指数 有 限 的 模 变 换 群 的 
不 动 点 ,特别 是 当 I" = TG) ,T(x) 和 T(x) 时 的 情形 . 

定义 12.1 模 变 换 群 T' 的 所 有 抛物 点 (或 尖 点 )、 二 阶 椭 回 点 和 
三 阶 椭圆 点 所 组 成 的 集合 ECE TOA Ee TOEF Tr 
类 的 个 数 仍 分 别 记 作 ZT ETON BCP .它们 也 分 别称 为 是 
模 变 换 群 '( 不 等 价 ) 的 抛物 点 (或 尖 点 ) 的 个 数 , 二 阶梯 园 点 的 个 
数 , 和 三 阶 椭圆 点 的 个 数 . 

这 样 ,定理 8.2,8.3 及 8.4 就 证 明了 : 

GT) 一 GT) 一 CT) 一 1. 
设 有 右 陪 集 分 解 
r = UPa, (12.1) 


下 面 分 二 阶 椭圆 点 、 三 阶 椭圆 点 、 及 抛物 点 ( 尖 点 ) 三 种 情形 来 讨论 . 
讨论 的 基本 出 发 点 是 ( 见 定理 8.1): 

r 是 的 不 动 点 的 充 要 条 件 是 + 是 本 的 不 动 点 , 且 了 nr, 不 是 
平凡 子 群 . 

定理 12.1 设 T 是 模 变 换 群 且 有 式 (12. DEZ. 

Gi) rt 是 的 二 阶 椭圆 点 的 充 要 条 件 是 存在 某 个 ;G<<;< K), 
使 得 = ET ENF a, G), HE 

S E a; Ta (12.2) 

即 ajS 和 a 属于 右 陪 集 分 解 (12.1) 中 下 的 同一 个 右 陪 集 ; 

Gi) "的 两 两 不 等 价 二 阶 椭 圆 点 的 个 数 Z, (TF') 就 是 满足 式 
(12.2) 的 j 的 个 数 , 1 二 二， 

Gi) 当 Tr' 是 fT 正规 子 群 时 , "有 二 阶 椭圆 点 的 充 要 条 件 是 SE 
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PURA ZMERAT). 

证 ”人 先 来 证 (i). 由 定理 8.1 知 工 的 二 阶 椭圆 点 一 定 是 T 全 等 于 
i, 故 由 式 (12.1) 知 , 必 有 o ET ,及 对 某 个 7 使 得 =s a, G). BD) z 
是 六 的 二 阶 椭圆 点 的 充 要 条 件 是 

T. NT = Cara D n T 

不 是 平凡 子 群 , 即 

(oiliar 1) N r 
不 是 平凡 子 群 . 由 于 工 = ( 士 7, 士 S} ,所 以 这 交 要 么 是 平凡 子 群 ,要 
Z 

alia; ! C T. (12. 3) 
因而 ,+ 是 卫 的 二 阶 椭圆 点 的 充 要 条 件 是 式 (12. 3) 成 立 . 若 式 
(12. 3) 成 立 , 则 ajSa) ,ai( 一 9)a 至少 有 一 个 属于 T" ,注意 到 S?= 
—I, 无 论 哪 一 个 属于 了 下 , 必 推出 (这 是 有 二 阶 椭 圆 点 的 必要 条 
件 ) 

一 了 ET ， (12. 4) 

所 以 ,一 定 两 个 都 属于 也 .因而 , 式 (12. 3) 等 价 于 ajSa; € Y" , 即 式 
(12.2) 成 立 . 由 式 (12.4) 知 式 (12. 2) 等 价 于 a; 和 as 属于 六 的 同一 
个 右 陪 集 . 这 就 证 明了 G4). 

下 面 来 证 Gi). 由 Gi) 知 ,对 满足 式 (12.2) 的 j,aj(i) 一 定 是 TT 的 
二 阶 椭圆 点 .因此 (ii) 就 是 要 证 明 : 对 满足 式 (12. 2) 的 不 同 的 jis jz» 
a OM a, (GD 一 定 是 习 "不 等 价 的 . 若 不 然 , 必 有 o ETIE oa G) = 
a, G) B} azoa, ED AMEA a'oa =S 或 一 S. (为 什么 ) ,所 以 ， 
a, Ñi a S 属于 Tr 的 同一 个 右 陪 集 . 另 一 方面 ,由 ji 满足 式 (12.2) 知 ， 
a, Ñ a, S 属于 的 同一 个 右 陪 集 ,所 以 推出 a; ,oa 属于 已 的 同一 个 
右 陪 集 ,这 和 假定 j> j, FA. Gii) 的 证 明 留 给 读者 .证 毕 . 

当 a; 和 aS 属于 了 的 不 同 的 右 陪 集 时 ,把 这 两 个 右 陪 集 算 作 一 
对 ,以 ukT')( 或 wT')) 表 示 所 有 式 (12. 1) 中 这 样 的 不 同 的 右 陪 集 的 
对 数 .那么 ,由 定理 12.1 推出 

ET) + 2v CTV) = K. (12. 5) 


S 12 #E T 3 #t d TA. 5) A, 105 


由 此 容易 推出 ( 同 定理 12. 1(ii) 的 推导 , 留 给 读者 ): T ñj 2: 1k — Brifli 
圆 点 按 "是否 等 价 可 分 为 
ET) + x(T') = K/2 + £T )/2 (12.6) 
个 开 的 等 价 类 . 
EH 12.2 设 羽 是 模 变 换 群 旦 有 式 (12. 1) 成 立 . 
Gi) rz 是 民 的 三 阶 椭圆 点 的 充 要 条 件 是 存在 某 个 7(1 委 7j 魏 天 )， 
使 得 rt 是 TF 等 价 于 aj(p), 且 有 
— ST € a T'a, (12.7) 
即 aa; (STOM a (STY 属于 右 陪 集 分 解 (12. 1) 中 民 的 同一 个 
右 陪 集 ; 
Gi) 的 两 两 不 等 价 三 阶 椭 贺 点 的 个 数 8,(T') 就 是 满足 式 
(12.7) 的 7 的 个 数 ,，1 志 7 二 KK; 
Gii) 当 Tr' 是 TT 正规 子 群 时 ,TT" 有 三 阶 椭圆 点 的 充 要 条 件 是 
一 STET ,以 及 有 三 阶 椭 贺 点 时 , E, T) =K. 
证 ” 先 来 证 (i). 由 定理 8.2 及 式 (12.1) 知 , z E: T BJ) = Er MA 
点 的 充 要 条 件 是 存在 o ET' 及 菜 个 j(1 志 ; 志 尺 ) 使 得 r= 二 oa;(p)( 即 
r ET’ ENF oR x 
IT, N T = rapra DNAT 
不 是 平凡 子 群 , 即 
不 是 平凡 子 群 . 由 于 = (LLOC ST), + (—ST)°*) CST)’ = 
一 7， 这 交 不 是 平凡 子 群 的 充 要 条 件 是 wi( 一 ST)a ' € T" ,这 就 是 式 
(12. 7). 注意 到 (一 7) = I, #* 5 £ tH zÜ (12. 7) 等 价 于 a, 
a( 一 ST), a( 一 ST)? 属于 TT 的 同一 个 右 陪 集 . (ii) 就 是 要 证 明 : 对 
满足 式 (12.7) 的 不 同 的 j, a, Co) fll oo) 一 定 是 了 不 等 价 的 . 具 
体 的 论证 和 定理 12.1(ii) 完 全 类 似 , 留 给 读者 . Gii) 的 证 明 也 留 给 读 
者 .证 毕 . 
容易 看 出 aj,aj( 一 ST),aj( 一 ST)? 要 么 属于 了 同一 个 右 陪 集 ， 
要 么 分 属于 三 个 "的 不 同 的 右 陪 集 . 把 这 样 的 卫 的 三 个 不 同 的 右 陪 
集 看 做 一 组 ,以 y,(T™) (或 v,(T')) 记 所 有 这 样 的 不 同 的 组 的 个 数 ,我 
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们 就 有 
ETI") + 3v") = K. (12. 8) 
由 此 容易 推出 : 的 全 体 三 阶 椭圆 点 按 了 "是 否 等 价 可 分 为 
ET") + v) = K/3 + 2@,(T”)/3 (12. 9) 
个 工 的 等 价 类 ， 


定理 12.3 设 卫 是 横 变 换 群 且 有 式 (12.1) 成 立 . 
(GD 的 抛物 点 z 一定 是 了 的 抛物 点 ,其 稳定 子 群 


T. = (sa )T (ca, 1, (12. 10) 

其 中 
t = ca,(co), c € D, (12.11) 
f = min(k; k > 0, Tt € a T'a}, (12. 12) 

以 及 
7Tr 一 ( 士 T” :7 € 2). (12.13) 


f 称 为 的 抛物 点 7 的 宽度 (或 分 歧 指 数 (ramification index)); 

Gi) 设 点 a, (ceo), 1<< < K, 16 # 8 T YV'85 L TENA, 
aip (©) stts Qa (oo) 是 这 工 个 等 价 类 的 代表 ,它们 作为 也 的 抛物 
点 的 宽度 分 别 为 ofe WAEL, HA 


方 十 … 十 万 一 天 ; (12.14) 
Gi) 当 了 是 下 的 正规 子 群 时 ,的 抛物 点 的 宽度 f 都 相等 ， 
f = min{k:; k > 0,T*' ET), (12.15) 
以 及 
BT ) = K/f. (12.16) 


证 ” 先 来 证 (Gi). 由 定理 8. 3 知 工 的 抛物 点 必 了 等 价 于 ce ,所 以 
由 式 (12. 1) 推 出 , 必 有 某 个 7 使 式 (12. 11) 成 立 . 因此 , r E: Tr BJ hh 
点 的 充 要 条 件 是 : 

T, NT'= Coa) (ca) N T 
= (oa) T N a; I'a) Coa)! 
不 是 平凡 子 群 , 即 o Na T'a PEFFE. hFa T'a 是 了 的 
指数 有 限 的 子 群 ,所 以 必 有 正 整 数 &, 使 T*Eaj1T'Qj, 所 以 式 (12. 12) 
右边 的 集合 非 空 , 及 正 整数 f 存在 惟一 . 因而 有 (为 什么 ) 
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rT. N e; T'a; = Tv, (12.17) 
它 不 是 平凡 子 群 .由 上 两 式 推出 ,z 是 的 抛物 点 , 且 式 (12. 10) 成 立 . 
下 面 来 证 Gi). 在 (中 已 证 明了 alo) OSKAR E T H i 
物 点 , 且 每 个 工 的 抛物 点 一 定 工 等 价 于 某 个 a (co) ,所 以 ,GCT )= 
了 成立 . 剩 下 只 要 证 式 (12. 14). 首先 来 证 明 : 点 w(ce) 和 ww(coe) 是 
等 价 的 充 要 条 件 是 存在 整数 &, 使 得 a, 和 eT RTTA AE 
陪 集 . 充分 性 是 显然 的 . 下 证 必要 性 . 这 时 有 coET 使 w(co)== 
ca,(co), 所 以 a 'oa,ET。, 即 存在 整数 使 oo, 二 a.T*. 这 就 证 明了 必 
要 性 . 其 次 ,由 式 (12.17) 推 出 (为 什么 ): XFBLEBJIG=<¿< L), 
Qn» G; T, °, a T! (12. 18) 
属于 THRASHER, M coT” 和 ao 属于 也 的 同一 个 右 陪 
集 . 由 ad ISIKA HY A ,对 不 同 的 lsh, an (coe) 和 aco) 是 
不 等 价 的 ,所 以 aT” 和 aT 对 任意 的 整数 nk, EF T 09 
不 同 的 右 陪 集 . 而 每 一 个 a, (oo y I" ENTA aja) (oo), B Dl a, 必 
和 式 (12. 16) 中 的 某 个 a, T” OSMAR 3 D' 69 R] — 4 # E 5. 
综合 以 上 讨论 就 证 明了 式 (12. 14). Giii) 的 证 明 留 给 读者 . 证 毕 . 
关于 定理 12.3 应 该 指出 : 的 抛物 点 + 的 宽度 与 式 (12. 11) 中 
的 osa; 的 具体 取 法 无 关 , 以 及 局 等 价 的 抛物 点 的 宽度 是 相等 的 . 此 
外 , 若 记 并 的 抛物 点 a (co) 1<;< K) % FE 3⁄9 ge, 那么 有 
(F) = > 1⁄zg;. (12. 19) 
这 些 结论 的 证 明 都 留 给 读者 . 
由 于 一 o 和 o 在 TT 中 是 不 同 的 ,现在 我 们 来 讨论 这 样 一 个 问题 ， 
对 于 的 抛物 点 ,稳定 子 群 (注意 : 不 是 下 ) 可 能 会 出 现 的 情形 . 
以 下 的 符号 与 定理 12.3G) 相 同 . 当 一 IT€ET' 时 ,显然 有 
T; = (oa)T/(oa,) 1; (12. 20) 
当 一 1 人 时 ,会 出 现 两 种 情形 ， 
= (ca)TH(oa) 1, TF = (Pf, n € Z), (12.21) 
或 r; = (ca)TF Coa), TF = ((— TZ)", n € Z). 
(12. 22) 
定义 12.2 当 式 (12. 20) 或 (12. 21) 成 立时 ,r 就 称 为 是 T” ÉJ1E 
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则 抛物 点 ( 尖 点 ); 当 式 (12. 21) 成 立时 ,rt 就 称 为 是 忆 的 非 正则 抛物 
ACRA). 

以 后 会 看 到 T BJ 83 R 32% #£ X A 28 #h e pa, AE K E Pt JE: 48 rA Fu] 
的 . 

附注 以 上 讨论 了 T 的 指数 有 限 的 子 群 玉 的 不 动 点 ,得 到 了 工 
的 不 动 点 是 不 是 的 不 动 点 ;以 及 是 的 不 动 点 时 的 若干 性 质 . 这 
些 结论 可 推广 到 以 下 情形 ; 人 YCFTCT,M 是 TT" 的 指数 有 限 的 子 群 ， 
讨论 广 的 不 动 点 是 不 是 的 不 动 点 ,以 及 是 的 不 动 点 时 有 什么 性 
质 . 这 些 讨论 留 给 读者 . 

下 面 来 求 蔗 (mn) ,Ti(n) 和 Tolx) 的 不 等 价 的 不 动 点 的 个 数 . 

定理 12.4 设 n22. 我 们 有 


(1) Z (T, (n)) = 0, Aln; H(i+ (==)), 4t, 
pln P 
其 中 Legendre 从 号 


0, £= 2, 
5-4 1, £= l(mod4), 
— 1, p=— 1(mod 4). 
Gi) @ (T, (2)2)=1; @ (T, ))=0, n2>3. 
Gii) @# (T'n))= 0. 
E KEG). H —I€T,G@G)K53K01.34), [8 44 2 Er 8; 
了 下 一 LU U` Daa.» (12. 23) 
I" aei 
其 中 
a, = Ë — cc /ll 一 ec 上 | ec = 1(mod D. 
c l 
(12.24) 
进而 ,由 定理 12. 10A a, OE CMO — NER J 5 2 rE E: 
a, Sa, € ]' (m). 
由 计算 易 得 ,上 式 等 价 于 同 余 方程 
[° + c° = 0 (mod ?). 
HT, 满足 式 (12. 24) 中 的 条 件 : Ln, do =1, MA EE E] 2: 2 
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程 有 解 的 必要 条 件 是 /=1. 因而 ,由 定理 12. 1GiD 38, Fi:(To(n)) 就 是 
同 余 方程 

| c 三 一 1 (mod n) (12. 25) 
的 解数 . 由 初等 数论 中 熟知 的 结论 ( 见 [P&P3, 定 理 4. 4. 1, FE 1 
4.5.3]) 就 推出 GD 成 立 . 求 出 同 余 方程 (12. 25) 的 全 部 解 c, 并 取 


1 O 
A e — | | (12. 26) 
c 1 
相应 的 a, .(i) = EF (12. 26') 


men DME NEE. 
下 面 来 证 (ii). 由 于 T i(2)=T,(2),T I (3)=T, (3), MAK n=2, 
3 时 ,由 G) 知 结论 成 立 . 4 n, E Ts) 有 椭圆 点 , 则 必 有 椭圆 


b 

元 | eren ,满足 la+d|<1,a+d=?2(mod n). {HBX 4 n4 
时 是 不 可 能 的 . 所 以 

ET (n)) = 8E, Ta = 0, n> 4. (12. 27) 


当 222 时 ,一 T&T 了 T(r), 由 式 (12.4) 知 Gi) 成 立 . 证 毕 . 
定理 12.5 i n2. 我们 有 


G) @,T,@)>) = 0, 9r; II: + = ，9 fn， 
pin 
其 中 Legendre 符号 


0， 旋 一 3， 
3 | l, p= 1(mod 3), 
— i, p=— 1(mod 3). 

GD ETN =0, @#,(T, (3))=1,E ET a=, nE. 

Gii) £a) )=0. 

uË H (12.23 K EBE 12. 2G) 知 w (OÆ T o) AI = ET ES IB] 
点 的 充 要 条 件 是 a.( 一 ST)arl C T.G). 由 计算 易 得 这 等 价 于 1,c Wa 
足 同 余 方 程 

c“ — ic + Ê = 0 (mod n). 

HT, 满足 条 件 in, (ic) 王 1, 所 以 上 述 同 余 方程 有 解 的 必要 条 件 
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是 /=1. 因而 由 定理 12. 2Gi 481, Een ETR F 

c2 — c + ] = 0 (mod n) (12. 28) 
的 解数 . 解数 是 模 ”的 积 性 函数 . 当 n—= 2: 时 显 见 解数 为 零 , 当 n= 
pt ,素数 p 宇 3 时 , 同 余 方程 (12. 28) 等 价 于 同 余 方 程 (2c 一 1)? 十 3 寺 
0 (mod pt). 显 见 ,n= 二 3 时 解数 为 1;2 一 3 (4 宇 2) 时 解数 为 零 ; 以 及 
当 p>3 时 ,由 初等 数论 的 熟知 结论 ( 见 [P&P3 定理 4. 4. 1, 式 
(4. 6.14)]) 知 解数 为 1 十 | 3]. 这 就 证 明了 (i). 求 出 同 余 方程 


(12. 28) 的 全 部 解 c, 取 a, ARAZ 26) 给 出 .这样 


al (p) = = (12. 29) 


就 给 出 了 Tln) 的 全 部 三 阶 椭圆 点 . 

由 于 (2)==T6(2) ,也 (3)= 二 To(3), 所 以 由 Gi) 及 式 (12. 27) 就 证 
HH T Gi). 由 定理 11.2 Wro ET HERTE, MARAA. DK 
—ST&T C) 就 推出 (iii). 证 毕 . 

最 后 来 讨论 抛物 点 . 

定理 12.6 iZ ”之 2. 我 们 有 

G) TCn) 的 抛物 点 均 是 正则 的 ， 

Eolo Cn) = DK d;n/d)). (12. 30) 


Gü) £- =E G2, AEN; ETa), 
个 正则 ,等 价 于 ce 和 0, 一 个 非 正 则 ,等 价 于 一 17/2; 以 及 n25 时 ， 
Tx) 的 抛物 点 均 是 正则 的 ， 


ET n) = (1/2) > Fd) pn/d). (12. 31) 
d|a 
Gü) (Co) 的 抛物 点 均 是 正则 的 , 且 宽 度 都 等 于 ”及 
E-(T(2)) = 3; @. (Tp) = Lei]: 一 | ， n 2 3. 


pin 
(12. 32) 
证 ” 先 来 证 Qi). 由 于 一 TETo(C) ,所 以 抛物 点 一 定 是 正则 的 . 由 
er 3 及 式 (12. 23) 知 w (co) Æ To Cn) BJ #h 3 zx , E. + É %# FE 
一 是 使 a.T*art ETo(n) 的 最 小 正 整数 ,由 计算 知 ,这 当 且 仅 当 
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n |c 玉 时 成 并 . 所 以 
f = f,” = n/(c2,n). (12. 33) 


由 此 及 定理 12. 3Gi)( 即 式 (12.19)), 式 (12.23) 推 出 
E(D n) = 2 > 1⁄ f; fe = > ， > (cZ ,n) am 


|n c mod n/t ¿|a c mod a/l 
„į =l c,d) =l 


=> > E Fa), 


iln dmodn/i 
(d,i,n/lI)=1 


这 里 用 到 了 : FERK k IE c=d+kn/l 5 1 ERI AERE 
(d, ,n/l) 二 ] ,以及 (c ,0)=1 时 有 (c?:,n)= (d° ,n/l). 容易 验证 F (n) 
是 ”的 积 性 函数 ( 留 给 读者 ), 且 有 


F(p")= 六 人 2 十 Sate )) 


yny p 1 2r, 


(12. 34) 
2p, 2r. 
由 直接 验证 可 得 
F) = 之 GCC 万 /0D))， (12. 35) 
tp 


综合 以 上 各 式 就 证 明了 式 (12. 30). 
FEKE Gi. n=2,33 F, A ORRODRA, T (3 = T, 03) 
推出 . 所 以 只 要 讨论 n24. 由 一 I 多 T(r) (xn 宇 3) 及 式 (11. 21) 得 


LG) = | Tela), (12. 36) 
WATA 
其 中 p(a) 由 式 (11. 22) 给 出 .由 此 及 式 (12. 23) 得 
rT=ÜU U ` U Tp Ca.. (12. 37) 
¿In cmoda/l 1=a<n/2 


《et 一 1 (a,n}=1 


由 此 及 定理 12. 3 知 ,o(a)w (co) 是 Ti (oz) 的 抛物 点 ,其 宽度 /一 ye. 
是 使 全 或 一 六 属于 (pla)a,) Ti) (pla)a,) 的 最 小 正 整 数 . 由 
FT ME Fo) 的 正规 子 群 ,所 以 S= fr .就 是 使 

To € T, @m) (12. 38) 
或 C Ta: € T, m) (12. 39) 
的 最 小 正 整 数 &, 我 们 分 别 来 讨论 这 两 种 情形 . 分 别 以 + 和 -表示 
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使 式 (12. 38) 和 式 (12. 39) 成 立 的 最 小 正 整 数 . 由 计算 易 得 ,&+ 是 满 
E 


1 — (1 — cc ™>)kc/L = 1 (modn), 
ka = 0 (mod n) (12. 40) 
的 最 小 正 整 数 &, 而 &A 是 满足 
一 1 一 (1 一 cc kc/l = 1 (mod n), 
| (12. 41) 


kc’ = 0 (mod n) 
的 最 小 正 整数 k. 设 k= nk' / C, h). ARTEA. 40) 等 价 于 


1 — cc 一 
l 


ck! = 0 (mod(n,c’)), 


其 解 为 k' =0 (mod (n ,c*)/ (n ,C)). 因此 ， 
kt= n/n,c). (12. 42) 
同 余 方程 组 (12. 41) 等 价 于 


] 一 cc ` cn 


7 ace 三 一 2 (mod n>. (12. 43) 
注意 到 厂 p || np |c WA 
r e As `. rr =< 2 ; 
Pre ? >92 (12. 44) 


(P, p”) E P`, r> 2s. 
所 以 , 同 余 方 程 (12. 43) 有 解 的 必要 条 件 是 n= 二 2 ,r 宇 2( 因 为 n24), 
及 414c. 这 时 ,c 为 奇数 时 (12. 43) 一 定 无 解 . 由 于 名 n= 二 2 ,所 以 
(12. 43) 有 人 解 的 必要 条 件 是 ; n= 022), l =1,c=2c,2 Í c,. X fF 
同 余 方 程 (12. 43) 变 为 


_ E a 
(1 —cc ) 2 


TA, ENA r=2 Ri n= 4 tA k =l (mod 2). 因而 , 同 余 方 程 组 
(12.41) 仪 当 n= 二 4,l=1,c= 二 2 FER: k=k'==1(mod 2). 所 以 推出 ， 


2” 


' =— 2(mod 2°). 


& =], 3n=4,1=1,c= 2. (12. 45) 
由 式 (12. 42) 和 (12. 45) 推 出 : 当 n=4, a=1, I=1, c=2 时 
i112 =k = 1, (12. 46) 


它 所 对 应 的 是 非 正 则 抛物 点 . 在 所 有 其 他 情形 ,都 是 正则 抛物 点 ,以 
及 x 
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(n) __ 二 + 二 r 


al, — . (12. 47) 
(n ,C) 
由 此 及 式 (12. 36) 和 (12. 37) 推 出 (类 似 式 (12. 335): 54 22>5 时 ， 


— x E 
Le [In cmodn/l JZ a,l, 
)=1 (et 一 1 


165 > 于 €= 


iln emod n/i n 
(c |l) =1 


1 (d ,n/l) 
— 二 ) NG Ney 
2 pen iin dmodn/! n 
(d,i, n/D=1 
= -790G (n). (12. 48) 


可 以 证 明 ( 留 给 该 者 )， Chw EMERARA, HE 
Gp") = xC + Dp — Cr — 10”) 
加 _ _ 1 
eof 车 
进而 推出 


APNG = pp") 


c= D|1— 4) + 2) 


= Laod 5]. 


H Jú K (12. 48) 538 H (12. 31). 
当 n= 二 4 时 ,由 式 (12. 46),(12. 47) 和 (12. 48) 48 


ST (4))= >) >] — 


HEP emod 4⁄1 1,¿,c 


- > -l + > s” c) 二 十 六 (4,c) 
1 C, Da -1 (c,4)=1 


— 4 4 Y _ 1 _ 
一 才 十 1 十 二 十 1 十 十 十 二 一 3 


BEHI f ?一 4 时 的 结论 . 请 读者 自己 写 出 PC4) 的 所 有 不 等 价 抛 
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最 后 来 证 (iii). $E &2#J— J € T(2), K — IK E n), naz, fE 

a2. DPR T =T), H EE 11. 3 知 
6, n = 2, 
K =| r: T(a)| = 
L (n) henla). n = 3. 

由 定理 11. 2 #l P (Cn): T ERTE, Br bJ L 85 030 < 9 BE f 都 相 
等 ,由 式 (12.17) 知 ,f=n,T"ET(n), 所 以 抛物 点 都 是 正则 的 . 由 此 
及 上 式 就 证 明了 Gi). 证 毕 . 

定理 12. 6(ii) 的 证 明 虽 然 很 简单 ,但 并 没有 给 出 T(x) 的 全 体 不 
等 价 的 抛物 点 的 具体 形式 . 下 面 将 通过 具体 给 出 TT(n) 的 全 体 不 等 价 
的 抛物 点 来 给 出 定理 12. 6 Gü) BJ 58 — E BJ. 

定理 12.7 设 n 宇 2.T(n) 的 一 组 两 两 不 等 价 的 抛物 点 的 代表 
系 可 以 取 为 所 有 满足 以 下 条 件 的 数 对 {s,r} 给 出 的 一 组 分 数 (s/r): 

(s,r) = 1, s/r 两 两 不 等 , 以 及 数 对 {s,r) 两 两 对 模 不 同 余 ， 
(12. 49) 
XER sir) M sr A n ARME 
s, = s,(modxn), ri = r,(mod n) 

同时 成 了 并. 此 外 ,有 式 (12. 32) 成 立 . 7 

证 W Csi sri) =l, Csz2sr:)=1. sı/r; ) 52/7?2 是 Tn) 的 等 价 抛物 点 
就 是 存在 a C r(n) 使 得 gCsi/71) = #2/7r2 ,Dh 


$ 2 S: 
| |=+ a| | (12. 50) 
7 2 7 1 | 


我 们 来 让 明 ; si/Triss2/r2 JE: T (n) BJ 384fr 2 s BJ 38 3 28 tk E: 

si = s, (modna), r, = r,(mod n), (12. 51) 
或 sı =— s: (modan), ri = — r,;(mod n) (12. 52) 
成 立 , 必要 性 由 式 (12. 50) 立 即 推 出 . 现 证 充分 性 . 假定 式 (12. 5DE 
立 ( 式 (12. 52) 成 立时 可 同样 证 明 , 留 给 读者 ). 取 

o; = B HG T, j=1,2, (12. 53) 

K k= d,b i —b.d,. 显然 有 o, To,  (si/ri) = S3 /r>. 所 以 只 要 证 明 对 所 
WHI kA ozT*ol ET(n). 我们 有 
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ú BA: 一 (sk + br 一 so (sË + ba)s 
 Lrdi 一 Gk + dir — rb, + (rk + d,)s 1 
由 式 (12. 51) ,(12.53) 及 & 一 dop: 一 pzdi 得 
Səd; — (s,Ë + b,;)r,== s,d, — bori — sr, (d,b, — bd) 
== s,d, 一 brz — ssrid,b, + Sir202G1 
= sd, (1 + r;b,) — barz — s;rid,b, 
= sid15zd; 一 brz 一 ssrid,b, 
= sd, — bsrs = 1] (mod n). 
同 理 证 明 
一 yzpl (rok + d,)s, = 1(mod n). 
同样 由 式 (12. 51), (12. 53) 及 下 一 dz 一 padi 得 
rəd, — (rək + d,)r,= r,d, — d,r, — rir; (d,b, — b,d,) 
= ryd, (1 + r,b,) — darı — rirad2b) 
= r,d s,d, 一 dər, — rir;d,b, 
= r,d,(s,d, — rıbı) — dr; = 0(mod n). 
同 理 证 明 
— s,b, + (s,k + b,)s, = 0 (mod n). 

这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 由 此 就 推出 (为 什么 ): 满足 式 (12. 49) 的 
(s/r} 就 给 出 了 TCn) 的 一 个 抛物 点 代表 系 .下面 来 证 式 (12. 32) 成 
立 , 即 计算 满足 (12. 49) 的 数 对 {s,r} 的 个 数 . 这 些 数 对 可 看 做 是 环 
| Z° = (z=modn,ymodn) (12. 54) 
rR üJ 3 (为 什么 ). 先 不 考虑 条 件 s/r 两 两 不 等 ,那么 使 得 (s,r) 一 1， 
{s,7} 两 黄 对 模 不 同 余 的 数 对 一 定 是 环 Z; PRE (z,y,n)=1 的 元 

素 (为 什么 ). 因此 ,总 的 个 数 是 : 


>> X> > we 


k=] y=1 x=] y=1 d|(z,y.”n) 
(=z,y,n)=1 
= Era h = =I 1 — h) 
din d’ pin p° 
= [T : Tn)], (12. 55) 


最 后 一 步 用 到 了 定理 11. 3. 这 些 数 对 中 ,两 个 不 同 的 数 对 {syr}， 
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(szor) AME 51/71 二 52/7z, 则 必 有 ss 二 一 $1,72 二 一 71, 且 要 求 
— s = sı(mod n), — r, = r, (mod n) 
不 同时 成 立 . 这 在 n= 二 2 时 不 可 能 出 现 , 而 当 n> 2 时 一 定 出 现 (28 fT 
Z). 由 此 及 式 (12.55) 就 推出 式 (12. 32). 证 毕 . 
应 该 指出 : 环 Z; 中 满足 (x,y,n) 的 元 素 就 是 它 的 n 阶 元 素 ( 为 
什么 ). 所 以 ,我 们 就 说 定理 12. 3 中 的 数 对 {s,r}) 就 是 Z: 中 使 得 s/r 
两 两 不 等 的 所 有 n NICR. 
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Š$ 9 讨论 了 H* 关 于 完全 模 变 换 群 工 的 代表 集合 ,证 明 它 一 定 可 
以 取 为 由 一 个 单 连 通 区 域 添加 其 部 分 边界 所 组 成 的 基本 区 域 . 本 节 
要 讨论 HAFT 的 指数 有 限 的 子 群 T” ( 即 式 (13.1) 成 立 ) 的 代表 集 
合 {T\NH*})( 即 {TP'\H*)), 证 明 它 也 一 定 可 以 取 为 由 一 个 单 连 通 区 
域 添加 其 部 分 边界 所 组 成 的 区 域 , 即 是 一 个 基本 区 域 . 

定理 13.1 Ü 是 模 变换 群 ,有 右 陪 集 分 解 


I — U I” ai (13. 1) 
j=1 
再 设 F= (T (定理 9.4) 是 完全 模 变换 群 的 基本 区 域 . 我 们 有 
K 
Gi) GT) = [Ja (13. 2) 
j=l 


是 模 变换 群 习 的 代表 集合 ,这 里 右边 并 集中 的 TT' 等 价 点 只 取 一 点 ; 

Gi) 当 广 和 产 时 ,ai 多 和 ww 多 "的 公共 点 或 也 等 价 点 仅 可 能 
由 .多 “中 的 工 的 不 动 点 给 出 , 即 若 有 7 ER ,5 c. c = “使 得 

V'a; (£, = a; 《52 ) = W, J 天 Jas (13. 3) 

那么 , 必 有 所 二 5 二 8 是 的 不 动 点 ,以 及 当 是 椭圆 点 时 ,ww 是 
GTO 的 内 点 (在 等 价 意 义 下 ), 当 是 抛物 点 时 ,w 也 是 抛物 
点 ; 

Gi) 的 代表 集合 一 定 可 取 成 为 基本 区 域 , 即 由 一 个 单 连通 区 
域 添 加 其 若干 边界 组 成 ,一 般 记 为 Z * T). 

注 事实 上 ,以 工 的 任 一 代表 集合 代替 .多 * ,定理 13.1 的 (i) 和 
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GD ABIR Z. 
证 ”对 任 一 点 z€ H* VA c€ T Eol) € Z". 由 式 (13.1) 
知 , 必 有 a; 及 o ET' 使 o != (G) la, AA 
olz) = a; P z) EF", 

即 c (z) € aF .这 就 证 明了 Gi). 显 见 , 对 每 个 ;,a Z " RHEEN 
点 是 不 可 能 了 等 价 的 (为 什么 ) ,因此 式 (13. 2) 中 的 并 集中 可 能 有 的 
"等 价 点 只 可 能 出 现在 式 (13. 3) 的 情形 . 下 面 来 证 (ii). 设 式 (13. 3) 
成 立 , 则 有 x 

a Ya ED =, j Z h. 
由 于 .多 “是 由 定理 9. 4 中 给 出 的 工 的 基本 区 域 ,由 上 式 推出 £, =, 
=% ÆT PZA, H =i p Ro. A gmi, M 

a, Y'a, € T= (+ I, + S). 
H T jej MAVA ar Yo = +£S,Y'a, =a, (+S), a, #l a, S 属 
于 (13.1) 的 不 同 的 右 陪 集 . 因而 w=a, (i) 的 适当 小 的 邻 域 一 定 完全 
属于 a," Ú (e, S)" =a, F Ú Q'ea, ).Z "* , B|] w ERTER 
内 点 . 注意 到 区 域 w 多 "和 Yo ZET EN, BY DÀ w BE a, 5" 
Ua 多 "的 内 点 (注意 : 这 就 是 这 里 所 说 的 “内 点 ”的 含义 ,参见 
Š 9) ,因而 是 G* 4T ) 的 内 点 . 车 7==p, 则 

a V'a, € Dos= (+ 1, + ST, + (ST)?). 
同样 ,由 nÆ j 推出 仅 可 能 有 : Y'a, =a, CEST)ER a; ( 士 (ST)?), 即 
a; rq;,《ST),a;《(ST) ;属于 (13.1) 的 三 个 不 同 的 右 陪 集 (为 什么 ). 
因而 ww 二 aj, (Pp) 的 适当 小 的 邻 域 一 定 完 全 属于 =, 7 U Ca, ST) ' 
U Ca, (ST)) 多 *, 即 w 是 这 区 域 的 内 点 ,而 区 域 (aj STF”, 
(o (ST )2).Z “ 必 分 别 和 式 (13. 2) 右 边 的 某 两 个 区 域 w 多 "是 己 等 
价 的 ,这 就 证 明了 w 是 G*T') 的 内 点 .最 后 若 t= 吕 ,这 时 必 有 
e V'a, € P. = (+ T*; k € Z). 

H T a 和 属于 式 (13. 1)? 中 的 不 同 的 右 陪 集 , 所 以 必 有 koo 使 
Y'a; = +a; T", Rp ara; T "属于 式 (13. 1) 中 的 不 同 的 右 陪 集 . 容易 
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证 明 ( 留 给 读者 ): 对 任 一 aET, 必 有 正 整 数 1, 使 a M aT 属于 式 
(13. 1) 中 的 同一 个 右 陪 集 , 记 这 样 的 最 小 正 整数 为 工 . 因此 

a, aT, =, aT)? 
分 属 式 (13. 1) 中 的 不 同 的 右 障 集 ,上 且 任 一 士 a7* 必 和 其 中 一 个 属于 
同一 右 陪 集 ( 为 什么 )， Fü HX a= a; ° H + a; Jl a, T“ (ko 天 0) 属 于 不 同 
的 右 陪 集 , 所 以 相应 于 oj 的 最 小 正 整数 了 之 2. 这 时 ， 


w = a, Goo) = a, T Goo) = ss. 一 e, T! Goo) 


是 卫 的 抛物 点 , 且 在 这 抛物 点 z 处 有 且 恰 有 工 个 模 三 角形 
a (F), a TCF), a TOF), El sk T SE ri 48 


三 角形 都 属于 G* T). 显 见 ,这 里 的 世 就 是 定理 12. 3 中 的 抛物 点 的 
宽度 , 它 的 几何 意义 就 是 六 的 基本 集合 中 有 且 恰 有 工 个 模 三 角形 
(在 卫 等 价 的 意义 下 ) 包 含 这 一 抛物 点 . 

现 来 证 明 最 后 一 个 结论 (iii). 这 就 是 要 证 明 一 定 能 具体 取 到 一 
组 特征 的 右 障 集 代 表 元 we,1 委 jj 委 天 ,使 得 由 式 (13. 2) 给 出 的 G” 
(GT ) 是 一 单 连通 区 域 添 加 其 若干 边界 , 即 是 基本 区 域 . 下 面 来 给 出 一 
种 构造 方法 . 先 取 a= I,a Z "一 多" 是 一 个 模 三 角形 ,和 .多 "有 公 
共 边 界 的 模 三 角形 是 : TOF, TZOA SF. ÆTTA SKRR 
FUSCA) MARERE. 不 然 ,T 1,T,S 中 不 属于 
的 必 属 于 习 的 若干 个 不 同 的 右 陪 集 , 这 些 不 同 的 右 陪 集 的 代表 元 
RAAT ,TT,S 中 选取 . 这 样 就 取 定 了 


Í = ai; az，…， 4 ， hL 之 2， 
它们 属于 不 同 的 右 陪 集 , 且 相应 的 模 三 角形 的 并 集 (T 等 价 点 仅 取 一 
A) 
_oz 二 Us; 


是 一 个 单 连通 区 域 添加 其 若干 边界 继续 对 每 一 个 a," ,1< jj 委 0， 
重复 上 面 的 讨论 . 和 模 三 角形 wj 多 "有 公式 边界 的 模 三 角形 是 : 
(e T)" Ca T) * , Ga ,S)S ". ECIAM Z, 中 的 某 个 模 三 
角形 TEH, MU Se HH aT, aT, aS jH S Hh 8 3 3E 4 # BF # 
Paai) (为 什么 ). RR, FIT iX 1, 个 之 外 的 若干 个 不 
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同 的 右 陪 集 之 中 ,这 些 右 陪 集 的 代表 元 素 就 从 这 三 个 中 选取 . 对 每 个 
GASIK) 作 这 样 的 讨论 ,者 不 增加 不 同 的 右 陪 集 , 则 有 


— l =— 
r 一 一 UT'e;, 
j=1 
A, 就 是 的 基本 区 域 .不然 ,就 得 到 
Q); Gy, °°, OS Os s ps 2 <, < L,, 


它们 属于 了 的 不 同 的 右 陪 集 , 且 相应 的 模 三 角形 的 并 集 (CT 等 价 点 
仅 取 一 点 ) 


是 一 个 单 连通 区 域 添 加 其 若干 边界 , 这 样 不 断 进 行 下 去 ,由 于 也是 
的 指数 有 限 的 子 群 ,最 后 必 可 得 到 
& 一 I; Qaza, *°°, G, 5 Q, +1 ° °... a, ; Ka 4 +19 "9 Qr» 
| 1 < ¿, < ¿, < <L, (13. 4) 
使 得 对 任 一 a (1< < 582 fg É aF H ZV 3tu M iq PRE L 8: = 
角形 一 定 U ENTEN a." aiL). FET 等 价 点 仅 取 一 点 ) 


.or 一 Uaz (13. 5) 
是 一 个 单 连 通 区 域 添加 其 春 干 边界 . 我 们 来 证 明 : 式 (13. 4) 就 给 出 
了 EN 的 一 组 右 陪 集 代 表 元 素 ( 所 以 /= 天 ) ,以 及 由 式 (13.5) 给 出 
的 .ex 就 是 TT' 的 基本 区 域 . 用 反 证 法 . 设 aET,a 不 属于 任 一 右 陪 集 
F'ASSI), 因此 ,a 多 "和 任 一 aj * 是 玉 不 等 价 的 .在 模 三 角 
JÉ a" =." 及 a “中 一 定 可 各 取 一 不 是 T 的 不 动 点 的 内 点 
及 +. 由 于 oF *,oET, 不 重复 地 覆盖 了 整个 有 H* ,所 以 一 定 可 用 一 条 
不 经 过 了 的 不 动 点 的 折线 (不 自 交 ) 连 结 m 和 r, 这 条 折线 一 定 分 段 
属于 一 串 模 三 角形 

oH — a, 00 Z " , g," = aZ" , 

这 样 , 必 有 一 个 正 整 数 m , 1<< m < s, EA DASAL) S 
mF * =a, F * ,而 所 有 的 o, * ,m<i 志 s, 和 任 一 aj * 都 不 同 .由 
T c, Z" MI nF" = 二 a "有 公共 边界 ,由 并 和 集 ex 的 定义 知 
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s, A D T SE 4fr F 3E 4 a, F" (BB fF E YEDE yC, S") = 
a F?) 由 于 yo 多 sl Vona F =a F (YETD) 有 公共 边界 ， 
由 .ey 的 定义 推出 Von 7 B o, 2" MEA a, F P T E. 
样 , 依 此 就 推出 o, " =a" AT ENFES a, Z " ,和 假设 矛盾 . 
这 就 证 明了 所 要 的 结论 , 且 一 定 有 i,==KK. 证 毕 . 

在 定理 13. liii) 的 证 明 中 用 到 T 中 的 这 样 一 种 变换 , 对 任 一 模 
三 角形 aS" (goET), 它 不 同 于 由 式 (13. 5) 给 出 的 六 的 基本 区 域 .ez 
中 的 任 一 aj 多 * ,但 和 某 一 ma.“* 有 公共 边界 ,那么 , 必 有 7YET' 使 得 

oF * = Ya *, B oea. (13. 6) 

定义 13. 1 我 们 把 满足 式 (13.6) 的 变换 7YET' 称 为 是 (关于 基 
本 区 域 x 的 )T 的 边界 替换 。 

显 见 ,边界 替换 是 入 的 基本 区 域 的 具体 取 法 有 关 . 定理 
13.1Gii) 的 证 明 过 程 实际 上 是 证 明了 以 下 结论 : 对 所 取 的 了 的 基本 
区 域 .or( 见 式 (13. 5)) ,以 "表示 所 有 (关于 基本 区 域 .er 的 )T' 的 边 
界 替换 所 生成 的 子 群 ,那么 , 任 一 不 属于 .ex 的 模 三 角形 一 定 IT 等 价 
于 .xx 中 的 某 个 a *. 因 此 ,对 任 一 ooET' 必 有 or'ET? 及 某 个 氏 , 使 
得 "o SZ" aF. h TF o" ET , AK (13. 4) rR a; 的 取 法 知 必 有 
a=a =I. 因此 ,oo' = I,BIB o € P”. iX HEH Y 

定理 13.2 设 模 变 换 群 工 的 基本 区 域 由 式 (13.4) 和 (13. 5) 给 
出 .那么 ,由 下 的 全 体 边 界 替 换 生 成 的 群 就 是 工 . 

显 见 ,这 样 的 边界 蔡 换 一 定 是 使 的 某 个 不 动 点 不 变 的 模 变 
Je. 因此 ,定理 13. 2 可 以 表述 为 x 

定理 13.2 Tr 的 生成 元 由 下 的 全 体 不 等 价 不 动 点 的 不 变 子 群 
的 生成 元 组 成 . f 

要 指出 的 是 ,的 全 体 边界 替换 不 一 定 是 独立 的 . 例如 ,当世 = 
FT 时 ,对 于 基本 区 域 "有 边界 蔡 换 ; TOT, S, EMER T, Eh 
的 生成 元 可 取 为 了 ,$. 进而 推出 工 的 生成 元 是 了 ,SS. 这 给 出 了 定理 
7.1 的 又 一 证 明 . 有 时 ,要 在 全 体 边 界 蔡 换 中 找 出 独立 的 生成 元 并 不 
容易 . | 

定理 13.1 可 作 恕 下 推广 ( 留 给 读者 )， 
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定理 13.3 UZ EE IVC IVC T, E T" WJ 3t 3k CP, UE 
有 右 陪 集 分 解 


那么 ,Ci) 
_ K 
G* (P = Ja, 
j=l 


是 模 变 换 群 ”的 代表 集合 ,这 里 右边 并 集中 的 ?等 价 点 只 取 一 点 ; 

Gi) 当 方 天 产 时 ,oj 多 "和 a, 多 "的 公共 点 或 "等 价 点 仅 可 能 由 
多 ' 中 的 的 不 动 点 给 出 , 即 车 有 XET,& ,bE ' 使 得 

Y"a; (1) = a; (E2) =w, hF jz 
WA, DA £=, = t ETARA AR 4 £ RE: T R R, w 
是 G* TORRARE T7284fr Ë X F), 4 £ 是 抛物 点 时 ,zw 也 是 抛物 
= 

GD "的 代表 集合 一 定 可 取 成 为 基本 区 域 , 即 由 一 个 单 连通 区 
RR MEETER AR. 

EAT E, RRN 2323] imi [s] R TR EE X 33 E — A 
重要 的 量 一 - 亏 数 . 这 是 属于 Rieman 曲面 理论 的 内 容 ,这 里 不 作 
严格 讨论 ,而 仅 给 出 几何 直观 的 描述 和 具体 计算 方法 . 这 方面 的 书 很 
多 ,我 们 特别 推荐 读者 看 一 看 R. Courant # H. Robbins 的 书 
《What Is Mathematics } (Oxford University Press, 1964. 中 译本 : 
《数学 是 什么 》, 科学 出 版 社 ,1985), 它 的 第 五 章 : 拓扑 学 ,非常 通俗 
形象 地 讨论 了 这 些 重 要 的 数学 概念 和 有 关 知 识 . 这 对 初学 者 和 仅 需 
要 知道 一 些 基 本 知识 的 人 来 说 , 它 比 那些 严肃 的 米 科 书 要 好 得 多 . 以 
下 内 容 就 是 取 目 该 书 , 和 但 我 们 不 加 证 明 , 仅 作 直 观 且 不 严格 的 介绍 . 
需要 进一步 了 解 的 可 去 看 该 书 及 其 他 教科 书 . 

在 89 的 定义 9.2 及 其 后 ,我 们 指出 :了 工 的 基本 区 域 多“* 是 一 个 
模 三 角形 人 (不 计 等 价 点 ),. 若 把 它 的 自然 边界 上 的 各 对 工 等 价 点 粘 
合成 一 点 ,那么 多 “就 成 为 一 个 无 孔 的 封闭 曲面 , 仍 记 作 <" ,四 以 
ceo ,i 及 以 i,p co 为 顶点 的 两 个 测 地 三 角形 半 模 三 角形 
AAA: 给 出 了 封闭 曲面 多" 的 一 个 三 角形 分 划 . 同样 的 任 一 
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aZ * (a € T) 也 是 工 的 基本 区 域 , 作 同样 的 粘 合 后 亦 得 一 无 孔 的 封 
闭 曲 面 , 且 半 模 三 角形 a ( A.) ,ex(A)) 也 给 出 了 它 的 一 个 三 角形 分 
划 . 同样 的 ,对 同 余子 群 T', 取 由 式 (13.5) 给 出 的 它 的 基本 区 域 , 记 
作 Z * (T'). 如 果 把 它 的 自然 边界 上 的 等 价 点 粘 合 成 一 点 ， 
FT 就 变 为 一 个 封闭 曲面 , 仍 记 作 22" (TY). 这 时 ,2KK 个 半 模 三 
角形 a (A.D). a. (A ,1 雪 j 委 天 一 ,就 自然 地 给 出 了 这 封闭 曲面 的 
一 个 三 角形 分 旭 , 这 里 的 wG 委 jj 委 天王 上 ) 由 式 (13.4) 给 出 ,这 称 为 
是 "的 基本 区 域 的 三 角形 分 划 , 这 样 的 封闭 曲面 是 可 以 有 和 孔 的 .有 
疫 有 孔 , 以 及 具有 不 同 个 数 的 孔 的 封闭 曲面 一 定 是 拓扑 不 等 价 的 ( 即 
不 能 通过 连续 变形 把 一 个 封闭 曲面 变 为 另 一 个 ). 因此 , 孔 的 个 数 是 
刻画 封闭 曲面 拓扑 特征 的 一 个 重要 的 量 , 它 称 为 是 封闭 曲面 的 亏 数 
(genus). 这 样 , 如 何 计 算 亏 数 就 是 一 个 重要 的 基本 问题 . 在 这 里 就 是 
要 计算 同 余子 群 "的 封闭 曲面 多 (GT ) 的 亏 数 , 它 也 称 为 是 了 的 基 
本 区 域 .多 "CT ) 的 亏 数 , 记 作 gT). 

大 家 知道 ,对 一 个 简单 多 面体 一 一 没有 筷 的 多 面体 ,有 著名 的 
Euler 公式 成 立 . 设 了 ,已 及 下 分 别 是 一 个 多 面体 的 顶点 , 棱 及 面 的 
个 数 . 那么 , 当 这 个 多 面体 是 简单 多 面体 时 有 

V — E + F = 2. 
对 一 般 的 多 面体 上 式 就 不 成 立 了 . 对 有 一 个 孔 的 多 面体 有 
V —E+ F=2— 2. 
对 有 两 个 孔 的 多 面体 ,有 
V—E+ F =2— 2:72, 
可 以 证 明 : 对 有 g 个 孔 的 多 面体 有 


V — E + F = 2 — 2g. (13. 7) 
BAE V — E+ F 称 为 这 多 面体 的 Euler 示 性 数 , 孔 的 个 数 即 亏 数 
g = 1— (V — E + F)/2. (13. 8) 


以 上 的 概念 .方法 可 推广 到 一 般 闭 曲面 ,并 具体 计算 亏 数 . 在 一 
个 封 岂 曲面 P 上 ,任意 标 出 V( 尖 3) 个 顶点 ,再 用 位 于 该 曲面 上 两 两 
不 相交 的 曲线 弧 (相当 于 楼) 把 顶点 连接 起 来 ,把 曲面 P 划分 为 两 两 
不 相交 的 区 域 ( 相 当 于 面 ), 设 弧 与 区 域 的 个 数 为 与 .那么 ,可 以 
证 明 : 当 PP 的 亏 数 为 g 时 ,不 管 顶点 与 曲线 弧 如 何 选 取 , 与 多 面体 一 
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样 总 有 式 (13.7) 即 式 (13. 8) 成 立 . 

现在 ,就 利用 式 (13. 8) 来 计算 同 余子 群 T" 的 基本 区 域 2 * CT”) 
的 亏 数 g (T). 为 此 就 要 在 封面 曲面 Z” (rT') 上 取 定 顶点 和 曲线 弧 
来 给 出 一 个 分 划 . 一 个 最 目 然 的 分 划 就 是 由 上 面 2K 个 半 模 三 角形 
a (A.D. a (A).1< << K=1, 所 给 出 的 . 这 时 , 面 数 

F = 2K. 

下 面 来 计算 顶点 数 与 曲线 弧 ( 即 连接 两 顶点 的 测 地 线段 ) 数 . 这 些 顶 
点 都 是 TT 等 价 于 i,p 及 ,但 它们 之 间 都 是 TT' 不 等 价 的 . H $ 12 的 
定理 12.1,12.2 及 12.3 知 , 具 体 的 情形 是 : 

(a) 械 等 价 于 i 的 顶点 . 由 定理 12.1 知 这 要 分 为 两 部 分 . 一 是 本 
身 是 工 的 二 阶 椭圆 点 ,这 种 顶点 个 数 为 6; 二 Zi(T"'), 每 点 处 有 两 条 
测 地 线段 ;二 是 的 基本 区 域 的 内 点 ,这 种 顶点 个 数 等 于 


vy = y) = > (K — £), 
每 点 处 有 四 条 测 地 线段 .所 以 ,从 所 有 这 种 顶点 处 出 发 的 测 地 线段 数 
共有 (注意 : 这 里 有 重复 计数 ) 
2, + 4 * + (K — E) = 2K. 
(b) P S£/fr j o 的 顶点 .由 定理 12. 2 知 这 也 分 为 两 类 , 一 类 本 


身 是 玉 的 三 阶 椭圆 点 ,这 种 顶点 数 为 8,=@,(T'), 每 点 处 有 两 条 测 
地 线段 ; 另 一 类 是 的 基本 区 域 的 内 点 ,这 种 顶点 个 数 等 于 


v = vI") = ZK — fp), 
FRA 7528 m RB. 所 以 ,从 所 有 这 种 顶点 处 出 发 的 测 地 线段 数 
共有 (注意 ; 这 里 有 重复 计数 ) 

2, + 6 ` — (K — fp) = 2K. 


(c) 工 等 价 于 ce 的 顶点 .由 定理 12.3 知 顶 点 数 为 Eo = 
fT), 由 式 (12. 14) 及 每 个 宽度 为 f 的 抛物 点 处 有 f 个 模 三 角 
JÉ , 即 有 2f 条 测 地 线段 ( 见 定理 12. 3(ii) 的 证 明 ) 知 ,从 这 种 顶点 处 
出 发 的 测 地 线段 数 为 2K (注意 : 这 里 有 重复 计数 ). 

因为 每 条 测 地 线段 ( 即 楼) 连接 两 个 顶点 ,所 以 在 这 种 分 划 中 ,由 
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以 上 讨论 知 ,总 共 的 测 地 线段 数 为 
= > QK + 2K + 2K5 = 3K, 
而 总 共 的 项 点数 为 


V= + Z (K — #) + #, + + (K — ë) + Lo 


_ 2 le 2 
= K + y + 6, + En. 


因此 
V -r rp- lig Te 2 
进而 ,由 式 (13. 8) 得 亏 数 的 计算 公式 : 
g=zg()=1+ K Té 36 — y. (13.9) 


当 了 是 工 的 正规 子 群 时 ,由 8$12 定理 12.1,12.2 及 12.3 的 讨 
论 知 ,在 的 基本 区 域 中 每 个 全 等 价 于 i,p 及 co 的 顶点 处 的 棱 数 ( 即 
测 地 线段 数 ) 均 分 别 相 等 ,依次 记 为 2ni, 2n,, 2n.. 由 前 面 的 讨论 知 ， 
它们 可 能 的 取 值 是 

N IT 有 二 阶 椭圆 点 ， 
“” 【2， 玉 无 二 阶 椭圆 点 ， 
相应 的 顶点 数 为 K/ni; 
， N r 有 三 阶 椭圆 点 ， 
” 【3， 了 无 三 阶 椭圆 点 ， 
相应 的 顶点 数 为 K/np K 
no = K/E (TV) =f, 
相应 的 顶点 数 为 K/S. BE, 4 Tr ÆT HERPEN , (ni, n, , n. ) H] 
取 值 有 以 下 四 种 类 型 ， 
{151,7}, {1,3,f}, (2,1,/), (2,3,f}, (13. 10) 
称 为 正规 子 群 T' 的 分 歧 类 型 ,这 里 f 是 正 整 数 . 这 时 亏 数 公 式 变 为 


g= g(T')= 1 — SV- E+ P) 
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_ 1l K _ 

= ] 2 + T+ 3K + 2K 

— K -4-12 L| 

= ] + SE n: np fi’ (13.11) 
$14 JL + fl + 


Æ RELA JL A Bz A R s] t FERE DoC), Di a TD (2<n < 
5) ,及 T. 为 例 , 具 体 给 出 工 关 于 它们 的 右 陪 集 分 解 和 它们 相应 的 基 
本 区 域 , 不 等 价 的 不 动 点 ,边界 替换 及 生成 元 .我 们 知道 所 有 这 些 的 
具体 形式 是 多 种 多 样 的 , 除 边 界 蔡 换 及 生成 元 外 ,在 8$11 一 13 都 
已 经 给 出 了 某 种 一 般 的 形式 (基本 区 域 也 可 稍 加 变化 得 到 ), 这 些 形 
式 是 很 有 用 的 (特别 是 在 作 理 论 推 导 时 ) ,请 读者 自己 给 出 .但 这 样 得 
到 的 形式 有 了 时 并 不 简洁 方便 ,具体 的 图 示 也 不 整齐 美观 . 本 节 将 利用 
证 明定 理 13. ii) 的 方法 来 给 出 它们 的 右 陪 集 分 解 ,基本 区 域 ,从 而 
给 出 它们 的 不 等 价 的 不 蔓 点 ,边界 奉 换 及 生成 元 . 我 们 将 只 给 出 结 
果 ,基本 上 不 予 证 明 . 

例 14.1 讨论 DrD, TOOR Ty 的 情形 . 

(A) To(2) ,TF, (2). 

—1ET.C2)=T (C2), To(2)=T (2). 
右 陪 集 分 解 
T=T,C2) (TUSUST)=T, (2) GIUSUST). 
基本 区 域 ( 见 图 14. 1) 
Z D= ZD = d US USDE: 
* U SZ * U STZ“ 
先 找 虚 线 coC ,DE 和 OE l 不 属于 基本 区 域 的 边界 在 基本 区 域 上 的 
ToC2) 的 等 价 边界 . TRA T (Co A)=coC TC T. (2); 1 
DA = ST(BA), DE = ST(BC) = STS(BA) = o (DA), 


一 1 —1 
s, = STS(ST) 一 | > Je P, C2); 


OC = S(coA), OE = ST(œC) = ST2(coA) = s,(OC), 
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_ 1 0 
c, = ST2S =] ; | PC2). 


因此 ,coC HoA, DE WM DA, OE 和 OC 分 别 是 Fo(2) 等 价 的 . 由 此 
看 出 : 
G) 点 A,E,C 是 To(C2) 等 价 的 ,所 以 没有 三 阶 椭圆 点 , 即 
L ,(T',(2)) = @,(T'(2)) = 0; 
Gi) D=STGü)=G—1)/2 是 TT,(2) 在 基本 区 域 上 的 惟一 的 二 阶 
椭圆 点 , 即 
ETD = #, (T (2)) = 1, 
稳定 子 群 是 { (STDSCST)!}. 
Gii) 点 cc 和 0 是 To(2) 在 基本 区 域 上 的 尖 点 (抛物 点 )， 
GCT (2)) = ED (2)) = 2, 
尖 点 ce — I1(coy BJ WJ f = 1, 8 E FEE E (T) RA 0= S(co)= 
ST (co) 的 宽度 f=2, 稳 定子 群 是 {ST*S `). 


Ç > 


-1/2 O (0) 


图 14.1 To(2)=T,(2)8J38 2 PX b& 


再 来 找 边界 替换 , 即 把 与 基本 区 域 相 邻 的 模 三 角形 变 为 基本 区 
域内 的 模 三 角形 的 模 变 换 , 利用 图 14. 1 可 得 


$14 几 个 例子 127 


与 基本 区 域 相 邻 的 模 三 角形 边界 替换 基本 区 域 中 的 模 三 角形 


TF* T! £⁄ * 
TIF * T F” 
STS F * (ST)S(ST) ! STF * 
STAF * (ST2S 1) 1 SZ * 
ST `! * ST2S ' STF " 


容易 看 出 ,这 些 边界 替换 实际 上 就 是 相应 的 稳定 子 群 的 生成 元 (为 什 
么 ), 由 此 ,就 得 到 了 所 讨论 的 模 群 的 生成 元 : 
DRE =C) = (IT ,ST2S,(ST)SCST) !) = {T STS}, 
[. (2) = D2) = (— IL,T ,ST2S '), 

这 里 用 到 了 (CSTD)S(ST) !=ST?S T. 

(B) (2), 人 它 是 TT 的 正规 子 群 . 

利用 TC(2) 一 T(2) (ITUT), 由 (A) 得 : 

右 陪 集 分 解 

r=K)J UTAHU SU ST) 
= TC CT UT) U CS UST) U (TS UTST)). 
基本 区 域 ( 见 图 14. 2) 
F TQ2))= A UTIZ* (Ty (2)) 
= (TUT)(I U S U ST)% ” 
一 F* U T * U S= * U ST.Z ” 
UTS * UTSTF*. 
先 找 虚线 co1T( 这 里 的 了 是 图 中 的 点 ),DE,OE,GF 和 JF, 即 不 属于 
基本 区 域 的 边界 在 基本 区 域 上 的 TT(2) 的 等 价 边界 . 显然 有 T? (oo A) 
一 oo0J,T?ET(2); 以 及 (具体 推导 留 给 读者 ) 
DE = o,(GC), GF = o,(DA), 
OE = o,(OC), JF = To,T (JI), 


r —1 Y 2 一 ] 一 2 
s, = To,T 一 797 (TS) = -> 3 € T (2). 


由 此 看 出 ,(i) A E #lC;A,I #l F ZY 3 P (23848 Pr Aika = 
阶 椭 圈 点 ,2,T(2)) 二 0;(Gii) 点 DD 和 G 是 TT(2) 等 价 的 ,所 以 没有 二 
阶 椭圆 点 ,2;(T(2)) 二 0; Gii) 点 oo,0 和 1 是 (2) 在 基本 区 域 上 的 
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R K BW pR)... (T' 22) = 3, oo = I(coy=T(co), RE f=2， 
稳定 子 群 是 {T?) ; 尖 点 0=S(co)=ST(co), RE f=2, 稳 定子 群 是 
(ST S}; RÄ 1=TS(co)=TST (co), RE f =2,#ë £ T W: E: 
{TST?CTS)”}. 所 讨论 的 模 群 的 生成 元 是 (注意 (TS)T?(TS) = 
—T™ STS 1) 1); 
F2) = (T2,ST2S 1 TST2G(TS) l) = (T2,ST2S 1), 
FP(2) = {— I,T2,ST2S 1). 

边界 替换 ”请 读者 参看 图 14.2 自己 找 出 与 基本 区 域 相 邻 的 模 

三 角形 ,及 对 应 的 边界 替换 ,它们 是 ， 
T?, T 2, SI2S 1, TSTS 1, (ST2ST! 1, 
(TS)T2(T'S) ', ((TS)T?(TS) DY. 


14.2 Tr(2) 的 基本 区 域 


(C) T. 
H To 二 TC(2) (IUS) 可 得 右 陪 集 分 解 
T=Ty(IUTUTS). 
基本 区 域 ( 见 图 14. 3) 
S * (T =" UT * UTSF `, 


先 找 虚线 coT,BC 和 Cy, 即 不 属于 基本 区 域 的 边界 在 基本 区 域 上 的 
To 的 等 价 边界 . BRS T CoA) =], TET; SCAB)= BC,S 6 
ra DAR CJ=TSTST CD)=S VT PUJ), S T ET. 所 以 ,没有 
三 阶 椭圆 点 ，2(To) 二 0; 二 阶 椭圆 点 是 i, 稳定 子 群 是 {S}, eT 
1; 尖 点 (抛物 点 ) 是 cc 和 1, ExT =2, 尖 点 co 的 宽度 f=2, 稳 定子 
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— 3/2 一 -1/2 Q (0) 1/2 1 3⁄2 2 5/2 
图 14.3 To 的 基本 区 域 
EET RA 1 的 宽度 f=1, 稳 定子 人 群 {TS}. 所 讨论 的 模 群 的 生 
成 元 是 : | 
| L, = (S,ST2) = (S,T2), To= (S,T2)/(+ I). 
请 读者 目 己 找 出 与 基本 区 域 相 邻 的 模 三 角形 及 对 应 的 边界 替 
换 . 
例 14.2 PHE DTG) DG), TOHE. 
ANDE =RU, D,G)=T,0(3)=TD,03). 
右 陪 集 分 解 
T= (30 U ST! U 5 U ST) 
= (3d U ST! U S U ST). 
基本 区 域 ( 见 图 14. 4) 


O (0) 
图 14.4 To(3),T1(3) 的 基本 区 域 
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Z" G= F * (T, (3)) 

= FB"* U ST ZF"* U SZ * U ST ". 
二 阶 椭圆 点 

ATB = @,(T,(3)) = 0. 
三 阶 椭圆 点 
ST (o) = (p + 2)/3, EDB) = LBG) = 1. 
稳定 子 群 是 x 

((S$T1)(— ST)(ST U 1) = (TSTš:S 1), 
尖 点 (抛物 点 ) 是 co 和 0， 
(Fo(3)) = e, (T (3)) = 2. 


尖 点 ce 的 宽度 f=1, 稳 定子 群 是 他 }) ; 尖 点 0 的 宽度 f= 3, 稳 定子 群 
是 1ST3.S 一 1) . 


生成 元 
Fol3) = T, (3) = D(C3) = (T ,ST:S 1), 
D3) = {— L,T ,STšS 1), 

请 读者 目 己 找 出 与 基本 区 域 相 邻 的 模 三 角形 及 对 应 的 边界 蔡 换 . 
(B) T(3) 二 TT(3) 是 正规 子 群 . 

H DOSTO T 1UIUT) 可 得 右 陪 集 分 解 
T= TCOOCTTIUITU TH U ST™ USU ST) 

= (3) {TT U T U T) U (TUST U TS U TST) 

U CST U S U ST) U (TST UTS U TST))}. 

基本 区 域 ( 见 图 14. 5) 


rl 


T 


AM 


g -2 OQ -1 — O (0) = A 


bs 
| 


14.5 (3) 的 基本 区 域 
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FTB) = (TT UTU TF"*T(3)). 
二 阶 椭圆 点 ”2@;(T(3))=0. 
三 阶 椭 圆 点 2&,(T(3))==0. 
失 点 (抛物 点 ) 是 oo,0,1, 一 1, 宽 度 f=3,#, (T'(3))=4. Ë oo 
的 稳定 子 群 是 (7 ), 尖 点 0 的 稳定 子 群 是 {ST3S '), RA 1 的 稳定 
子 群 是 {((TS)T7 TS), RA—1 的 稳定 子 群 是 
(T 1SyT2C(T 1S) l), 
生成 元 
T(3) 一 下 (3) 
= (T3,ST3S 1, (TST (TS) t, (TST? (TSY). 
请 读者 目 己 找 出 与 基本 区 域 相 邻 的 模 三 角形 及 对 应 的 边界 替 
换 . 
例 14.3 THE DA, DTO, rK RE. 
(A)ToC4) 一 TiCd4)CTU 一 门 ， DA= a)r (4). 
右 障 集 分 解 
r= Wd U (ST! US U ST U ST?) U (ST2S 15) 
= F(U U (ST U S U ST U ST?) U (ST2S-1)). 
基本 区 域 ( 见 图 14. 6) 


ee | 


图 14.6 To(4),T1(4) 的 基本 区 域 


Z" (TA) = .% * (T, (42) 
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一 .多 ” STF* U SF* U ST.Z ” 
U STZ * U ST2S 12 *. 
二 阶 椭圆 点 
ET(4)) = @,(T, (4)) = 0. 
= BRB 5 
E (Ta) = @,(T (42) = 0. 
R K Hh Eco ,0;—1/2,&. (T. 4))= @, (T (4))= 3. R 
点 co 的 宽度 f= 二 1, 稳 定子 群 是 { 工 } , 尖 点 0 的 宽度 一 4, 稳 定子 群 是 
(STS }, RA —1/2 的 宽度 f= 1 ,稳定 子 群 是 
((ST2S 7 )T(ST?S 1) 1), 
因为 
(ST2SUT(ST2S 1) & T.O), 
(ST2S-!)(— TSTS 15 E rT GQ), 
所 以 ,一 1/2 是 TT,(4) 的 非 正则 尖 点 ,在 I,(4) 中 稳定 子 群 是 
a | = (ST2S 1)(— TECSTS 1) 1 


[2k + 1 k 
= (— 1) ET(4), # € Z. (14.1) 
一 4 —2k+1 
生成 元 
D = DA = D4) = {(T,ST*S71), 
To(4) = {— I,T ,ST4S 1), 


这 里 用 到 (STPS lT(ST2S 1) = — T(ST+*S 1 1 
请 读者 自己 找 出 与 基本 区 域 相 邻 的 模 三 角形 及 对 应 的 边界 替 
换 . 
(B) T(4) 二 TT(4) 是 正规 子 群 . 
H TT(4) 二 TT(4) (TT1UIUTUT7T?*) 可 得 右 陪 集 分 解 
r= rT O UIUTUTƏ5ƏGQ UST USUST 
U ST) U CST?S)) 
=r T UIUT UT 
U (TST U TS U TST U TUST?) 


$14 LAF 


— 
i 
C. 


U (ST? USU ST U ST?) 
U (TST UTS U TST U TST?) 
U (TEST! U T2S U TST U T2ST2) 
U (TST?S U ST2S U TST?S U T2ST2S)). 
基本 区 域 ( 见 图 14. 7) 
FZ* (TA) = (T VU IU T U T2) * (T, (42). 


图 14.7 T(4) 的 基本 区 域 


PRES ETUDO. 
三 阶 椭圆 点 ETAU = 0. 
尖 点 ( 擅 物 点 ) 是 co, 一 1,0,1,2, 一 1/2, 宽 度 
f=4, &..(T(4))=6. 
尖 点 吕 的 稳定 子 群 是 {7 }), 尖 点 一 1 的 稳定 子 群 是 {(T 7'S)7* 
(T S) ), 失 点 0 的 稳定 子 群 是 {ST*S '), RA 1 的 稳定 子 群 是 
((TS2TACTS) RA 2 ARETA T OTTS), URR 
点 一 1/2 RETEST OTST S). 这 里 要 指出 的 是 : p= 
生 的 以 下 四 个 尖 点 是 下 (4) 等 价 的 ; 
T 'ST2SGeo) =— 3/2, ST?S(ico) = — 1/2, 
TST2SGoo) = 1/2, T?ST?S Go) = 3/2. 
我 们 来 给 出 直接 证 明 : 所 有 尖 点 /一 1/2,7EZ, 是 TFT(G4) 等 价 的 , 因为 
对 给 定 的 71, 取 满足 x 
(2l — 1) + í = 0 (mod 4) , 


MA a T EPA), BIB /一 1/2 变 到 一 1/2, 这 里 的 a, 由 式 (14. 1) 给 
H. 
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生成 元 
CA) = C = (TI,T STIS YT,ST4S71,T(ST4S-1)T-!, 
T2*(STiS ODT, (ST2(ST*S-l)(ST2) 1), 
请 读者 自己 找 出 与 基本 区 域 相 邻 的 模 三 角形 及 对 应 的 边界 蔡 
F. 
例 14.4 讨论 Fo(5), DOGO, TORRE. 
TC5)= Ty (5) U— IU e(2) U ol(— 2)) 
= (5){C U— DG U ao), 
其 中 o(d) 根 据 式 (11. 23) 的 第 二 式 适 当选 取 , 及 
0 = ü . E ,|= (ST2)S(ST2) 1!, o 一 一 ai 
RGO =r, (5)G( U o), 
NO =r T UT ' UIUTUT). 
rN =G), T(5) = T(5). 
这 是 第 一 次 出 现 DOAN). 
(A) T, (52. 
右 陪 集 分 解 
r= U (ST U ST U S U ST U ST2)). 
基本 区 域 ( 见 图 14. 8) 


-lI = oÙ 12 


图 14.8 ToC5) 的 基本 区 域 
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£ *(T,G5))= %* USTOZ” U ST 12 * 
U SF* U ST.Z * U STEF". 
二 阶 椭圆 点 G 一 2)/5 lG-+ 2)/5,# (T.,(5))=2. 因为 , 仅 当 1= 
+ 2(mod 5) AF, 


le TC5), 


一 上 一 | 
CSTOS (STH ' = | ; 


Ë + 1 
所 以 ,二 阶 椭圆 点 ST?G) 二 (i 一 2)/5, 稳 定子 群 是 
{(ST?)S (ST?)™); 
及 二 阶 椭圆 点 ST 司 (i)= 二 (i 十 2)/5, 稳 定子 群 是 
((ST SCST™) ). 

三 阶 椭圆 点 @,(T,(5))==0. 

尖 点 (抛物 点 ) ce 和 0,B(To(5)) 一 2. 尖 点 co 的 宽度 f=1,#5 
定子 群 是 (了 了) ; 尖 点 0 的 宽度 f=5, 稳 定子 群 是 (ST5S7). 

生成 元 

PC5) = {T,STSST!, CST?)S(ST?)-1, (ST 2)SCGCST 2 1, 

DG) = (— L,T ,STsSS 1, (ST2)SCST2 1, CSTIS (ST!) 

请 读者 目 己 找 出 与 基本 区 域 相 邻 的 模 三 角形 及 对 应 的 边界 替 
换 . 

(B) D65). 

右 陪 集 分 解 

r= TS U (ST U ST™ U S U ST U ST2)) 

= 6A U od U (ST 2 U ST USUST U ST2)). 

二 阶 椭圆 点 2;(T1(5))==0. 

三 阶 椭圆 点 2,(T1(5)) 二 0. 

BB JA CR) oo,0, 一 2/5 fi—1/2,#€. (T (5))=4. 尖 点 co 
的 宽度 f = 1, RETRETT) RA 0 的 宽度 f=5, 稳 定子 群 是 
(ST S), RA — 2/5 的 宽度 f= 1, RETRETT h RA 
一 1/2 的 宽度 J=5, fa T RÆ (ST SITE CST?S)'}. 

生成 元 
Ti(5) =G) = (T STS, To, (ST2SYTS(ST2S) 1). 
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基本 区 域 . 由 上 面 的 右 陪 集 分 解 可 得 如 下 的 基本 区 域 : 
SZ "(T (56))= % * (T,(5)) U aF (T, (522) 
= I U ST ° UST U S U ST U ST2)) > * 
U (ST2ST t U ST2ST 3 U ST2ST 2 U ST2ST ”: 
U ST?S)%* U (ST2ST PSF”. 
它 的 排列 不 对 称 , 但 可 作 如 下 调整 ( 即 某 些 模 三 角形 用 另外 的 T' (52 
等 价 的 来 替代 ): ST2ST :是 Ti(5) 等 价 于 ST 2ST ,及 ST2ST JE 
FT, (5) 等 价 于 ST ?S. 这 样 , 可 取 较 为 对 称 的 基本 区 域 ( 见 图 14. 9) 
F* TC5))= U U (ST 2 U ST? U S U ST U ST2)) * 
U (ST 2S U ST 2ST U ST2ST2 U ST2ST 一 1 
U STES * U (STIST SS) *. 


TI 


i 


SPST? sp | 2 I CO 


图 14.9 TiC5) 的 基本 区 域 
这 时 尖 点 一 1/2 分 为 两 个 等 价 的 : 一 1/2 和 1/2. 由 此 可 有 相应 的 右 


陪 集 分 解 . 
请 谈 者 自己 找 出 与 基本 区 域 相 邻 的 模 三 角形 及 对 应 的 边界 替 


换 . 
(C) T(5) 二 TT(5) 是 正规 子 群 . 


利用 
TO =T UT IUIUTUT 
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及 (B) 中 的 结果 就 可 相应 得 到 TT(5) 的 右 陪 集 分 解 及 基本 区 域 ( 留 给 
读者 ). 
二 阶 椭 圆 点 2;(T(5))==0. 
三 阶 椭圆 点 @,(T(5))=0. 
RAHA) co;0,+1l1,+2; +1/2,+3/2,—5/2; —2/5, % 
E f=5, 
(r (5)) = 12. 
它们 的 稳定 子 群 请 读者 自己 写 出 . 
生成 元 
E) = TT(5) = (Ts, (TSTS (T?S) (TSTS (TS), 
ST5S!, (TSTS (TS) 1, T2SyT°(T2S) 1, 
(T *ST2:S YTS(T 2ST2S) 1, 
(T 1ST2S)T5(T 1ST2:S) 1, 
(ST2SYTš(ST2S) 1, (TST SYTS (TSTS), 
CT2ST2S)T*(T2ST2S) `, 
(ST2ST ST CST STS) 1). 
请 读者 自己 尽 可 能 化 简 生 成 元 ,并 找 出 与 基本 区 域 相 邻 的 模 三 角形 
及 对 应 的 边界 替换 . 


可 题 


1. 设 M,N 是 正 整 数 . 证明; 由 Z s S| Zx 的 自然 同 态 映射 : 
xmod MN t> z=mod N, 诱导 出 的 SL, (Zar) 到 SL, (Zx), É 
GL: (Zun) 到 GL2(Zw) 的 自然 同 态 映射 都 是 满 射 . 

2. 设 F, 是 有 g 个 元 素 的 有 限 域 . R GLF K SL, (F,) 的 阶 . 

3. 设 p 是 素数 ,e 是 正 整数 . G) 求 GLs(Zy) 到 GL, (2Z,) 的 自然 
同 态 映 射 的 核 ，(ii) R# GL, (Z,) 89 BF; Gü) R SL, (2Zy) 的 阶 ; 
(iv) BARATZEA N = pl pr 证明; GL: (Zx) fll 8 AE 
GL(Z,+a) X XGL: (Z pe) IT, A É SLz(Zw) 和 直 积 SL,(Z a) 


X…X SL,(Z A; (v) R GL, Z.) SL2(Zw) 的 阶 . (本 题 是 求 
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SLz(Zw) 的 叉 一 证 法 .) 

4. 证 明 : G) TODA TCO R Gi) TCON) 和 ToCN?) 中 的 一 个 
指数 为 pgCN ) 的 子 群 同 构 . 

5. G) 证 明定 义 8.4 的 注 记 Xiii); Gi) 利用 TT(2) 的 基本 区 域 来 
求 (4) 的 基本 区 域 . 

6. 求 出 工 的 所 有 2 级 同 余子 群 , 并 找 出 它们 的 基本 区 域 . 

7. 求 下 (2) 的 生成 元 . 

8. G) Z p 为 素数 ,e 为 正 整数 , 那么 , 陪 集 分 解 

[T = Ua Top) 
中 的 (aj} 可 取 为 
I, TS I, k=0,1,…,p — l, 
STS, k=1,2,.,p  !— 1. 

Gi) RAOR T,(4) 的 基本 区 域 ， 

(ii》 利 用 CO) 求 To(p) 的 基本 区 域 . 特别 的 , 求 出 Fo(3) 的 基本 区 
域 . 

9. ED T, Ær ETRE HAAR, 多 1, 多 ;分 别 是 它们 的 基 
本 区 域 . # = C.Z,, Ar E 48 D,CT,? 

10. 直接 证 明 三 个 尖 点 co ,0, 一 1] 是 T(2) 不 等 价 的 ， 

11. 证 明 : G) PoCp) 有 两 个 尖 点 : oo,0;(ii) MAEDA p+ e 
RE: co,0,1/(&p), k=1,2,,p—1. 

12. 把 § 14 中 没有 证 明之 处 都 补 出 证 明 . 
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从 87~$14 我 们 讨论 了 完全 模 群 、 模 群 特别 是 同 余子 群 的 有 
关 知 识 ,为 讨论 模 函 数 作 了 必要 的 准备 . 本 章 是 介绍 模 消 数 的 一 般 概 
念 与 基本 性 质 ( 见 $S 15 #l $ 16) ,详细 讨论 了 完全 模 群 的 模 形式 空间 
CH $ 17), 并 在 $18 讨论 了 权 为 零 的 半 纯 模 联 数 并 给 出 了 它 的 一 个 
应 用 . 


$15 模 函 数 的 一 般 概念 与 基本 性 质 


本 节 将 继续 S 5 的 讨论 ,介绍 模 函 数 的 一 般 概 念 与 基本 性 质 ,所 
用 的 符号 和 术语 与 $5 相同 . 虽然 对 模 群 或 指数 有 限 的 模 群 也 可 引 
进 这 些 概念 和 性 质 ,但 我 们 只 讨论 同 余子 群情 形 , 有 兴趣 的 读者 可 自 
已 讨论 . 为 方便 起 见 再 把 几 个 符号 重 述 于 下 : 设 


a b 
4 一 | le GL (R), (15. 1) 
c d 


我 们 记 
J(z#;a) 一 cz +d. (15. 2) 
骨 设 是 给 定 的 整数 ,我 们 把 变换 
f = f ° Lali: f ° lalz) = |a |*2j(%@;a) f(a(z)) (15. 3) 
称 为 是 权 为 & 的 a RR, ELR o el). 容易 证 明 ( 留 给 读者 ) 
FEJA 15.1 对 任意 实数 I> 0, 8 
f° [+ 1), = (+f, f [+ lah = C+ D'S ° [aY,, 
f ° [Ba kl) = P2 f z), 
其 中 Bw 由 式 (11.38) 给 出 ,以 及 
(Sifa) ° [ajits = (fı ° [aj) fs ° [e |,). 
性 质 15.2 ”对 任意 的 a BEGLI (R) 有 
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(F 。[ej)。LO = f ° Laß], 
即 权 为 的 a 变换 与 权 为 的 B 变换 的 胰 积 等 于 权 为 & 的 a 与 8 的 
乘积 的 变换 . 
Lell = Laf]. 
因而 , 权 为 和 的 “变换 的 乘法 满足 结合 律 : MER a, BYE 
GL; (WẸ 
 ([Lej,LB JOLY] = Leeho = eklek] = LapB?j, 
Bp 
(F ° Cell EID) ° [7 J, = (F ° Lejo LELI JD 
= (( ° [e ],) ° [Bh) ° [Y] = f ° [apr]. 


证 设 
S £ 
B = | le GL (R), 
u U 
我 们 有 
jCz;aß) = (cs + ud)x + (ct + vd) 
ESS] tajat 


=} (Ple) ;a)j (z; P). (15.4) 
由 此 及 式 (15. 3) 得 | 
f ° [ap jz) = [aß |P jC aB “f(aBlz)) 
= |B| jC; B) *|a|%2;(8(z);a) *f(a(8(z))) 
=(f ° [a] ° [A |, (z), 
这 就 证 明了 第 一 个 结论 . 另 一 结论 是 显然 的 . 
下 面 来 给 出 一 般 模子 数 的 定义 . 
定义 15.1 设 同 余子 群 COT, k 是 整数 ,以 及 f(z) 是 FH 内 的 
半 纯 函数 ,大 对 任意 的 aET' ,在 权 为 的 a 变换 (有 即 模 变换 a) F f 
持 不 变 : 
Jf olal = f, ael, (15. 5) 
Bi 
J(z;a) f lalz)) = f(z), z€ H,a € D', (15.50 
则 称 了 是 同 余子 群 下 的 权 为 上 的 横 函 数 ,jz;ia) 称 为 自 守 因子 .的 
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REAN k WJES PE 3 H k 0 SE EWE V, (T). 
TTRY k BIASA PR 3148 DA F IS PFE u CUE BH Pq 25 12372. 
性 质 15.3 对 任意 的 同 余 子 群 和 任意 整数 ,0EV(T'); 对 

任意 的 同 余子 群 广 ,常数 属于 Vo(T). 

性 质 15.4 当 一 TET' 时 ,对 奇数 有 , 仅 有 0EViCT'). 
性 质 15.5 JEV), J2EV T), W ff EV (T). 
性 质 15.6 £ Ea T E "是 由 oy;os,…,o, 生成 , 则 f € 
V,(T') , 即 式 615.5) 成 立 的 充 要 条 件 是 
Je- lohk =f, 1SjS<Sr. 
特别 的 ,fAEVi(T) 的 充 要 条 件 是 
Jf o[T) = f, f° LSh=f, (15. 6) 
即 
fiz +1) = fiz), zf(— i/z) = f(z). (15. 6!) 
由 性 质 15.6 及 式 (6.127) 和 定理 4. 9 就 分 别 推出 Dedekind 7 M 
数 和 7Crww) 满 足 | 
p [a], = 7*, 92 o [a] =, aET, (15.7) 
RẸ 
7t € V T), 7* € V, (T>. (15. 7!) 
性 质 15.7 iZ oC GL; (Q), f€ V,(T'). EZ ,g= f ° lolh 是 同 
余子 群 "=O TONT ARA k RRA, Bl =f ° [o J, € 
V, T”). 特别 的 , 当 aC P 时 ,一 o- T'o. 
证 ”由 性 质 15.2 及 EV, TOA 
£ ° [8 j= (J ° [a J, ° LA]: 
=J [o| =g, RE T'o. (15. 8) 

由 定理 11.4 知 了 是 同 余子 群 ,这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 

对 于 同 余 子 群 收 的 模 函 数 ,特别 重要 的 是 要 知道 它们 在 尖 点 处 

的 性 质 , 即 要 讨论 它们 在 扩大 的 上 半 平 面 H* 上 的 性 质 ,并 依 此 来 分 

类 . 对 模 函 数 来 说 在 等 价 点 处 的 性 质 , 由 所 满足 的 关系 式 (15. 5' )3 

看 ,本 质 上 是 相同 的 ,因此 只 要 取 一 代表 点 来 讨论 .在 8 4— $ 6 讨论 

了 完全 模 群 的 模 阔 数 Gale), E; (z), Alz), J C), TOM 268), 

对 于 完全 模 群 了 来 说 所 有 尖 点 都 是 等 价 的 ,所 以 讨论 了 它们 在 尖 点 
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ico 处 的 性 质 , 不 需要 和 青 考 虑 其 他 有 限 尖 点 .但 是 一 般 同 余子 群 卫 的 
不 等 价 尖 点 可 以 多 于 一 个 ,对 尖 点 ice( 及 与 其 等 价 的 有 限 尖 点 ) 可 像 
通常 一 样 讨论 .但 是 ,如 何 来 讨论 与 ice 不 等 价 的 有 限 尖 点 处 的 性 质 
呢 ? 容易 看 出 下 面 的 定义 是 合理 的 . 
定义 15.2 设 fEVCD). G) 了 上 在 尖 点 ice 处 的 性 质 就 是 当 
Imz->~ 十 ce 时 的 性 质 , 并 约定 f ERA ico (第 写 为 co) 处 的 值 
Jf Goo) = lim J (z); (15. 9) 
XW 5 ice 等 价 的 有 限 尖 点 psr’ (suri Slr MERA pi 
处 的 性 质 束 是 在 尖 点 ice 处 的 性 质 , 并 约定 SERA p, 处 的 值 
J (p) = fG). (15. 10) 
Gi) 对 与 ice 不 等 价 的 有 限 尖 点 p= si/ri (sari = 1,21 ,1E 
意 取 定 一 个 
a 一 B “le r, (15.11) 
使 得 o, Gieo)= s; /r1, 3F15 g. = f ° [o Je. J&S icoc 不 等 价 的 有 限 尖 
点 i= si/ri 处 的 性 质 就 是 g, ERA ice 处 的 性 质 , 并 约定 SERA 
pı 处 的 值 
jp) = f(s1/71) = gi Goo) = lim g1(z), (15. 12) 
Bp 
fD = f(s/r) = r" im zx f(o) (z). (15.12) 


由 性 质 15.7 知 g,= f ° od 是 同 余 子 群 "=o To 的 权 为 有 
WRAK. ARRA p =s /ri; (sr) =1,r,2Z1,4:5 iiot, uj 
取 到 

SI Ui 
G, = | je IT, (15. 13) 
71 v 
使 得 Oi (1cc ) 一 S1 /71， 这 时 f ° |o, |= f, H K (15. IDEAS. 5 ) 得 
到 
Jf (p. = fs/n) = fG) = r lim z “ci(Cz)). 
Imx 一 十 co 


(15.14) 
这 一 关系 式 使 我 们 看 出 ,不管 与 ice 是 否 等 价 , 在 有 限 尖 点 处 的 性 质 
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的 这 两 个 定义 是 一 致 的 .对 了 在 有 限 尖 点 pi1=si/ri 处 的 性 质 的 定义 
要 注意 两 点 : 一 是 它 和 o, 的 取 法 ( 即 wm 的 取 值 ) 无 关 (为 什么 ); 
二 古 在 有 限 尖 点 pı=s1/r, 处 的 性 质 并 不 是 > 一 si/r 时 f(z) 的 性 质 ， 
也 不 是 依 Imz~>~ 十 co 时 f(ao1(z)) 的 性 质 ( 这 时 o1(z) 一 s1/71). 此 外 ， 
MRE ice 看 做 是 取 % =1, 一 0, 那 么 ,对 ice 和 有 限 尖 点 处 的 性 质 
的 两 个 定义 是 一 致 的 (为 什么 ). 还 有 一 个 问题 是 ,在 前 面 已 指出 在 等 
价 尖 点 处 的 性 质 本 质 上 应 该 是 相同 的 ,那么 ,这 样 的 定义 是 否 满足 这 
一 要 求 呢 ? 
RRK pz 二 $2/rz,《s2972) 二 1,72 之 1. W 
"= er 
K gI = J ° [os J. L = 力 一 S1V7 和 P2 =S2/T? 是 让 等 价 的 , 即 存在 
YET" 使 得 Y Cs2/r2)=sı/r1. 所 以 有 Yo; a2) =g, Goo). 因此 存在 整数 
六 及 适当 选取 十 号 使 得 有 (为 什么 ) 
o, = + Yo, T’ (15. 15) 
成 立 . 因而 有 
f ° [oi ), = f ° E YoT' h =— g: ° [T° i, 
g! -| —IgT, 2łk, 式 (15.15) 中 取 “ 一 ”; 
82° [T], 其 他 . 


(15. 16) 
故 得 
| lim gi(z) 一 一 lim g,(=) =— f(s;,/r>), 
Imr— +o Imz 一 十 co 
f(s1/r) = — I gT',2k,=# 15.15) 中 取 “ 一 ”; 
lim gx (z) = f (s. /r>), 其 他 . 
Imz—* + co 
(15. 17) 


以 上 两 式 表 明 : 等 价 尖 点 处 的 性 质 可 以 相差 一 个 正 负 号 (这 并 不 影 
啊 在 尖 点 的 解析 性 状 ) ,而 这 种 情形 仅 在 一 IT 乞 ,2 |k UAR 
(15.15) 中 取 “ 一 ”时 才 可 能 出 现 . 以 上 的 讨论 对 尖 点 iece 也 成 立 . 此 
外 ,对 给 定 的 两 个 等 价 尖 点 pi1=s1/7 和 力 :一 Sa2/7rzyGl s02 和 y 的 县 体 
选取 ,并 不 影响 关系 式 (15.16) 和 (15. 17) 中 可 能 出 现 的 正 负 号 差异 
(为 什么 ). 这 样 , 同 余子 群 的 模 困 数 在 尖 点 处 的 性 质 就 完全 归结 为 讨 
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WERA ice 处 的 性 质 . 下 面 就 来 具体 讨论 尖 点 处 的 性 质 . 
先 来 讨论 在 尖 点 ice 处 的 性 质 . 这 和 式 (5. 26) 一 (5. 31) 的 讨论 完 
全 一 样 , 这 里 重 述 一 下 . 对 任 一 f(z)EVi(T'), 必 有 正 整 数 及 ,使 得 


f(z) = f(z + h), (15. 18) 
BH h 是 f(z) 的 一 个 周期 (为 什么 ), 所 以 只 要 在 半 长 条 
0 Rez <À, zEH (15. 19) 
中 来 讨论 它 的 性 质 . 作 变 换 
Ç, 一 ewh, (15. 20) 
它 把 由 式 (15. 19)2# H WJ £ RA 
0< | 多 | < 1, (15. 21) 
HÆ ice 变 到 0, 即 当 Imz 一 十 co 时 ,& 一 0, 且 反 过 来 也 对 . 记 
f(z) = Fa) = F (e4), (15. 22) 


X FE, SOERA ico 2k BJ E JR SK E F (t,)#r Fa £, = 0 处 的 性 质 . 
F (Ç) E 50 (15. 21) 内 的 半 纯 函数 . 若 点 Ç, = 0 是 孤立 奇 点 , 则 在 点 
£,= 0 有 Laurent 展 式 


FC) = > a, h9 0< Enl < İ. (15. 23) 
因而 有 
f(z) = > a, x € H. (15. 24) 


这 时 我 们 称 尖 点 ico 是 f(z) 的 孤立 奇 点 ,上 式 称 为 是 fF(z) 在 尖 点 ice 
处 的 Fourier 展 式 . 定义 no 二 no(ico; 了 ,hh) 是 使 展开 式 (15.24) 中 a, 关 
0 的 最 小 的 n, 即 

an 0， dr 二 0, — So < n < m. (15. 25) 
按 no 的 不 同 取 值 可 分 为 以 下 几 种 类 型 ，(i) xz 一 一 co, 即 有 无 穷 多 个 
负 值 n 使 4, 关 0, 这 时 &=0 是 F(&i) 的 本 性 奇 点 ,所 以 就 说 z= 二 ico 是 
f(z) 的 本 和 性 奇 点 ; (ii) 一 oo 二 no 二 0, 即 只 有 有 限 多 个 负 值 使 a, 
0, 这 时 所 二 0 是 下 (6i) 的 极点 ,所 以 就 说 z= 二 ico 是 f(z) 的 极点 ,其 阶 
Hlini ,f(z) 在 点 io 是 半 纯 的 ; (iii) no 宇 0, 这 时 £, =0 E: F (£, É uj 
去 奇 态 , 邯 定 义 玉 (0) 二 go 后 ,FP(6) 在 纪 二 0 解析 ,所 以 就 说 f(z) 在 
A zx 一 ico 解 析 , 及 
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flioo) = lim f(x) = F(0) = a; (15. 26) 

(iv) mo 六 0, 这 时 和 一 0 E FEO BJ t, MARA z—= ico f(z) 的 
零点 ,其 阶 为 no. 这 里 要 指出 的 是 ， 

(a) 虽然 no = no (ico; f,h W RIK IB K SOERA ice 处 的 
Fourier JFK (15. 24) 都 和 六 有 关 , 但 容易 看 出 以 下 的 性 状 : 

nyi 一 一 co 一 ce 二 10< 0, 
no -= 0, no 二 0， K x > O, 

和 的 具体 取 值 无 关 . MARA ice 是 f(z) 的 本 性 奇 点 ,极点 ,解析 
上 后 ,或 零点 的 性 状 是 和 六 的 有 具体 职 值 无 关 ,完全 由 f(z) 本 身 确定 ， 

(b) 极点 与 零点 的 阶 数 都 和 天 的 取 值 有 关 . 我 们 约定 : 当 把 T' 
作为 N 级 同 余子 群 讨 论 时 ,总 是 取 h = N. 同 余 子 群 的 级 不 加 说 明 
时 , 按 显然 情形 确定 . 这 样 ,说 到 极点 与 零点 的 阶 数 时 就 有 了 确切 的 
含义 . 

现在 来 讨论 f(x) 在 有 限 尖 点 pi 处 的 性 质 . 由 定义 15.2(ii) 知 ， 
JG) EZ pi 处 的 性 质 就 是 同 余子 群 VERRI g1(z) 在 尖 点 ico 
处 的 性 质 . 所 以 , 当 尖 点 ice 是 g1(z) 的 孤立 奇 点 时 , 必 有 正 整 数 7 ,使 
得 g1(z) 在 尖 点 ico 处 就 也 有 形 如 式 (15. 24) 的 Fourier 展 式 


gi) = >, balp), x € H. (15. 28) 


yl == 一 Or 


这 时 我 们 称 有 限 尖 点 p, 是 f(z) 的 狐 立 奇 点 ,上 式 称 为 是 /(z) 在 有 
限 尖 点 p 处 的 Fourier 展 式 . 这 样 , 当 人 尖 点 ico 是 g1(z) 的 本 性 奇 点 ， 
极点 ,解析 点 ,或 零点 时 ,就 相应 地 说 有 限 尖 点 pi E f(z) 的 本 性 奇 
点 ,极点 ,解析 点 ,或 零点 ,以 及 阶 数 

| no 一 n (bi, f D = m Geco,g,0D. (15. 29) 

这 里 要 指出 的 是 ; 对 于 "的 等 价 尖 点 pipo HAAS 15)~ 
(15.17) 的 讨论 及 式 (15. 26) 知 ,这 里 的 约定 不 会 改变 no 的 取 值 的 性 
状 (15. 27) (注意 : 不 是 具体 的 取 值 ), 即 不 会 改变 f(z) 在 等 价 点 处 
的 解析 性 . 设 f(z) 在 有 限 尖 点 p: 处 的 Fourier 展 式 是 (由 于 尖 点 Êi» 
pz ÆT A PAAA. 16) 3In[ RAR Z) 


gx (z) = > bon (pae, z € H. 


(15. 27) 
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HK (15. 16) 知 相应 地 有 
bin (P) = + eban: — °° < n <+ co, (15.30) 
以 及 当 no 二 0 时 可 能 有 
bio (p) = J (pi) = g,Goo) 一 一 ga(ico) 
=— f (p) =— b;o (0). (15. 31) 
因此 ,在 解析 的 等 价 尖 点 处 的 取 值 不 等 于 0 时 ,有 可 能 改变 正 负 号 . 

这 样 , 模 函 数 在 所 有 尖 点 处 的 解析 性 状 都 有 了 明确 的 含义 . 因 
此 , 回 余 子 群 工 的 模 函 数 的 定义 域 就 可 看 做 为 是 TH” , 亦 即 是 了 
的 基本 区 域 2 * (T) HI => 3 gT A a 多" (TT) (WL 
Š 13 的 讨论 ). 故而 按照 尖 点 处 的 解析 性 状 可 对 模 函 数 作 进一步 的 
分 类 . 

定义 15.3 议 jJ(z) 是 同 余 子 群 工 的 模 函 数 . 名 每 个 尖 点 都 是 
f(z) 的 极点 或 解析 点 ,那么 ,f(z) 就 称 为 是 间 余 子 群 的 半 纯 模 函 
数 . 的 权 为 & 的 全 体 半 纯 模 匡 数 所 组 成 的 集合 记 作 A, (T) ; ## 
f(z) 在 瑟 内 及 所 有 尖 点 处 均 解 析 , 即 在 及 "上 解析 ,那么 f(x) 就 称 
为 是 同 余子 群 玉 "的 模 形式 , 太 的 权 为 的 全 体 模 形 式 所 组 成 的 集合 
记 作 Mi(T™); 奇 "的 模 形 式 f(z) 在 所 有 尖 点 处 的 值 均 为 零 ,那么 
f(z) 就 称 为 是 同 余子 群 广 的 尖 形 式 (cusp form) , 的 权 为 上 的 全 体 
尖 形 式 所 组 成 的 集合 记 作 S, CT” >. 

Ú: p1,…,p, 是 同 余 子 群 "的 全 部 不 等 价 尖 点 ,f(z) 是 的 半 
纯 模 图 数 . 如 果 对 辣 一 个 正 整 数 h 确定 nolih), snl proh) 
(这 样 的 正 整 数 hh 一定 存在 ), 那 么 ,我 们 记 

n (J sh) = min{no (pisf h), n (p u; Jf sh)}, (15. 32) 
特别 的 , 当 民 是 N 级 同 余子 群 时 可 取 h==NN. XËEF , f z) E: N 级 同 余 
子 群 工 的 半 纯 模 函 数 、 模 形式 及 尖 形 式 就 分 别 是 相应 于 
— ° <n(J/;N), (f iN)2ZZ 0 K nf; N) > 0. 
(15. 33) 

由 定理 5. 5 ,定理 5.7, (5.21)— (5. 25), (6. 8) #l (6. 7) ,就 

推出 


Gars E € Mal), Â € S pCl), J €E Ar), (15. 34) 
NE SaD, 7* E S(T). (15. 35) 
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TE Š 17 将 证 明 7 =7* (CB K (17. 62). 

H ZE X k 2 T 2 sa BJP ENHE H; A FTEPE COEBH 8125122). 

性 质 15.8 0 是 任 一 同 余子 群 的 权 为 任意 整数 的 尖 形 式 ; 常 数 
是 任 一 同 余子 群 的 权 为 等 的 模 形 式 . 

性 质 15.9 VT), AT), MTOK S, CT ) 都 是 复数 域 上 的 
线性 空间 ,分 别称 为 是 同 余 子 群 上 的 权 为 上 的 模 函 数 空 间 , 半 纯 
模 函 数 空间 , 模 形式 空间 及 尖 形 式 空 间 . 

性 质 15.10 #& JEVsGP )( 或 A,(T”)), i] 

1/fC€ V, T)(sk A.,(T')). 

性 质 15.11 Z fi f, gya N 2 FJ FEE THIRA kik: 的 
FR RN (> Sk 38 RAM REA sk K). MARE f, f, ETAR 
为 ki + k; MRAR CARR, REA ,或 尖 形 式 ), 且 有 

n (J f. N) >Z n (J, N) + nd N). 
当 上 了 = 工时 ,上 式 取 等 号 . 此 外 , 模 形式 与 尖 形 式 的 乘积 必 为 尖 形 
式 . | 

性 质 15.12 B / E N FF] t fi THRA k ERRA ( > Sk 
RAR , 模 形 式 RRÆER), BET, K I" =87T' p. RA, g=f o [E] 
是 同 余 子 群 TRARA k RAA (oE Sh tPS 28 RER, RRE), 
HS nof N)=n (g, N). 

设 fG)C€ V,G(T'), SOFRA pi( 包 括 ice) 的 Fourier E 
式 即 是 相应 的 gi(z)( 见 定义 15. 2(ii)) 在 尖 点 ice 的 Fourier AR. 当 
gi1(z) 有 周期 1 时, 它 有 Fourier 展 式 (15. 28). 现在 我 们 来 讨论 7 可 
能 取 什 么 样 的 值 . E TERA pi 处 的 宽度 为 六 ,这 时 到 一 oo 在 
RA ico 处 的 宽度 也 为 (为 什么 ). 注意 到 对 任意 整数 x 有 

g, ° [+ T” hk) = (+ 1)*g,G@ + z), 
容易 证 明 ( 留 给 读者 ): 3⁄4 k ARERR ico E 的 正则 尖 点 时 ,可 取 
/一 A; 当 为 奇数 且 ico r 的 非 正 则 尖 点 时 ,有 

gi%) = gı ° [ — T* hz) = (— 1g (h + z) = — g (h + zx), 
(15. 36) 
因此 有 
SiCz) = gi1(2h + z), (15. 37) 
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所 以 可 取 ¿= 2h. 这 时 , 当 gi(z) 在 尖 点 ice 解析 时 ,由 式 (15. 36) 立 即 
推出 z, Goo)=0. 这 就 证 明了 

性 质 15.13 设 f(z)C€ M,(T"),; 是 奇数 .那么 ,f(z) 在 的 任 
一 非 正 则 尖 点 处 的 值 等 于 零 ， 

下 面 的 两 个 性 质 可 以 用 来 构造 模 函 数 , 

性 质 15.14 G) 设 /是 同 余子 群 了 开 的 权 为 不 的 模 函 数 ( 半 纯 模 
KR , 模 形 式 ,或 尖 形 式 )， 


r= Ü Ta, 
那么 ü 
-> [e], F, = H: [ai 
分 别 是 工 的 权 为 和 Kk 的 模 函 数 ( 半 纯 模 函数 ， 模 形式 或 尖 形 式 ). 


Gi) 一 般 的 EARTE TSI ,了 是 同 余子 群 工 的 权 为 有 的 模 
晒 数 ( 半 纯 模 函 数 , 模 形式 或 尖 形 式 ), 及 有 


K 
Tv — U Ta;. 


j=l 


那么 
F, 一 -= x: [ah F, = -= Hz: La; J], 


分 别 是 六 的 权 为 & 和 Kk 的 模 函 数 ( 半 纯 模 函 数 , 模 形式 或 从 形式). 

GD 设 同 余子 群 SP ,了 是 同 余子 群 TERA k ERRAN CE 
纯 模 函数 , 模 形 式 或 尖 形 式 ). 那 么 ,当世 是 也 的 正规 子 群 时 ,对 任意 的 
c€”, f ° [路 亦 是 问 余 子 群 VIA k AIR RR CEARR R R, RE 
ARREA). 

证 ”我们 来 证 Gi) (Qi) 是 其 特例 ). 对 任 一 cET , 若 al,…,ax 是 
FA 的 一 组 右 陪 集 代 表 系 , 则 ao, aga 也 是 FA 的 一 组 右 陪 集 
代表 系 . 白 此 及 性 质 15. 2 推出 


oh = Bf a = Sf [a;l] = FF, o € TIT, 


F, ° [oju = { lI f ° [wo] [oe = II; ` [a0] 
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K 
=||. [ a; J, = F,, c€ T. 
J=1 


这 就 证 明了 所 要 的 结论 ,kiii) 的 证 明 留 给 读者 . 证 毕 . 

性 质 15.15 设 卫 是 同 余 子 群 ,BEGL: (Q), & I”= (8 T R) 
MT. 那么 ,各 f 是 同 余子 群 广 的 权 为 的 模 函 数 ( 半 纯 模 消 数 , 模 形 
ARREAK) M ff。[B8j 是 同 余子 群 的 权 为 的 模 函 数 ( 半 纯 模 
图 数 , 模 形 式 或 尖 形 陈 )， 

证 GEER% E 

iB € GLI (Z), 
及 由 定理 34. 9N =r= 1, E a€ T 使 


所 以 有 


fp fpf ed 


wg=f o. lal ARTE TH a'a 的 级 相同 , 设 为 N. 由 性 质 
15.12 知 g 是 a Ta 的 模 消 数 ( 半 纯 模 晴 数 , 模 形 式 或 尖 形 式 ), 且 
no(f,N) 一 no(g N) =r. 这 样 就 有 
g(z) = J ° La J, (z) = Danen. 
由 以 上 两 式 得 加 
f ° [B], z) = (a/d)? a eesti as 


— (a/d) > bpe? (aN , (15. 38) 


mar 


其 中 

appe?" OND alm, 

0, 其 他 ， x 
这 驶 证 明了 在 尖 点 iece, 了 与 上 上。 [8 Y, 有 相同 的 解析 性 . 对 有 限 尖 点 
poGico) 一 pocET 代 和 蔡 了 与 上。L8 就 需要 讨论 f。[oji 与 
f ° LB) ° [o |= (f ° Lol) ° Lo pc. 完全 一 样 的 讨论 可 以 证 明 在 
ioo, f s [o J), £ f ° [By ° Lo 有 相同 的 解析 性 , 即 在 有 限 尖 点 


D, -一 
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p f 5 f ° LB), ARAK. 这 就 证 明了 所 要 的 结论 .证 毕 . 

显 见 ,性质 15. 15 是 性 质 15. 12 的 推广 . 下面 来 举 几 个 构造 同 余 
子 群 的 模 函 数 的 例子 . 

例 15.1 j Bo 由 式 (11. 38228 B, N2Z1,f € V, (T )(A,(T)>, 
M, sk S, (T), l| g= f ° [Ba € V, (o (N) (A, (Ty (ND), 
Mi(ToCN)) ,或 S.CToCN))),. 

由 性 质 15.15 及 式 (11. 44) 即 得 所 要 结论 , 且 有 

g(z) = f ° [Ba k) = N'S (Nz). (15. 39) 
下 面 来 求 g 在 尖 点 ice 和 0 处 的 Fourier 展开 式 . I$ f 在 尖 点 jop 
Fourier 展开 式 是 


fG) = >, ae, 
其 中 求 和 条 件 “x ”表示 n22n = xn (f ,1). 由 以 上 两 式 即 得 g ERA 
ico 处 的 Fourier 展开 式 


g(z) = N'D, a, eN, (15. 40) 
H SGoo)=0,E 
g ° [Sh(z)= f ° [Sh e LST Bms lz) = f ° [S1BoS J, (z) 
= f - [Am lz) = N ?f(z/N), (15.41) 
就 得 到 g 在 尖 点 0 处 的 Fourier 展开 式 
g ° ESL = NS, aN, (15. 42) 
显 见 ， 


n Goo; g,1) = Nno = Nx (J ,1), 
n (0;g,N) = no = n (f ,1). 

Pl 15.2 设 Bo 由 式 (11. 38) 给 出 ,FEVTCN)) (A, (T'(N2D), 
Mi(T(N)), 或 Si(T(N))), 则 g = f ° [ Bao h € V, (T, (N) 
(Ari CN), M, h CN) ,或 S,(T, (N22)). 

由 性 质 15. 15 K K (11. 40) 即 得 所 要 结论 . 设 f ERA ice 的 
Fourier 展开 式 是 


(15. 43) 


fG) = > a, (15. 44) 
其 中 求 和 条 件 ” x ”表示 nZ2n = xn (f , N). 利用 式 (15. 3980 
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g(z) = NPY a, (15. 45) 
ARME g ERA ice 处 的 Fourier 展开 式 , 这 里 有 
no(loo;g ,1) = mn (ico; , N). 
例 15.1 和 例 15.2 表明 ,在 作 简 单 变 换 后 ,一 般 同 余 子 群 的 模 男 
数 可 归结 为 讨论 同 余 子 群 PFCN) 和 Ta CNV) 的 模范 数 . 下 面 来 讨论 
ToCN) 和 CN 的 模 函 数 之 间 的 关系 . 
由 定理 11. 2Gii) 及 定理 11. 3( 揭 敌 TiCV) 是 ToCV) 的 正规 子 群 ， 
旦 有 陪 集 分 解 式 (11. 21). 容易 证 明 : 商 群 DODN OMA Zw 同 
构 ， 
T(N)pld)>d, (d,N)=1 (15. 46) 
是 一 个 同 构 对 应 ,o(d) 由 式 (11. 21) 给 出 .因此 ,由 模 N 的 Dirichlet 
特征 y 可 导出 商 群 P(N)\ToCN) 上 的 特征 , 亦 记 作 X. 注意 到 陪 集 
(CN)pld) 由 plq) 确 定 , 以 及 


b 
g = i Je NDS o € D. ON) (a), (15. 47) 
C 


所 以 , 商 群 TLCN)\ToCN) 上 的 特征 x 的 定义 是 (请 读者 解释 定义 的 
合理 性 ) : 
X(o) = X(P(d)) = X(d), a€ r (N)pld), (d, N) = 1. 
(15. 48) 
特别 的 ,XC(o) 二 1,cETICN). 由 此 ,我 们 可 以 进一步 讨论 模 形 式 空 间 
Vi(T1CN)) 的 结构 ， 
性 质 15.16 设 fEVi(T1CN)),X Ë N 的 Dirichlet 特征 . Œ 
x 
Jy = (CN)? 2 XCD f ° [pCd) i. (15. 49) 
这 里 的 p(4d) 由 式 (11. 22) 给 出 . 那么 
G) f° [pC hd NISDE EVATION)) ,以 及 
fxe Lolei = XC(o)fr, c € TN), (15. 50) 
这 里 的 XC(o) 由 式 (15. 48) 给 出 .特别 的 , 当 % 是 主 特征 时 , f, € 
V,CTo (N)). 
Gi) 对 给 定 的 特征 Xmod N ,定义 H 内 的 半 纯 函数 集合 ， 
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VTN); X) = (f: f ° Lo), = XCo)f ,0 € T.,GO(N)). 
(15.51) 
它们 都 是 Vi(T1(N)) 的 子 集 ,是 复数 域 上 的 线性 空间 ,两 两 不 交 , 以 
及 有 直 和 分 解 


VA (TN)) = O V, T. QD; 2), (15. 52) 
Xmod N 
这 里 是 对 模 N 的 所 有 Dirichlet 特征 求 和 . 
Gu) 记 * 


ACN); X) = VTN); (1 A;(T (N), (15.53) 
M: TCN); X) = ViTo (N); Z) (1 MI CN)), 5.54) 
SENYO = VTN’; (1 STN). 5. 55) 


我 们 有 | 
A,(T,(N)) = GO A, TN) ;Xx), (15.56) 
X mod N 
MT (N>) = G) MTN); 7), (15. 57) 
X mod N 
STN) = CD S,(T; (N) 2). (15. 58) 
Xmod N 


证 4) 的 前 一 半 结 论 由 性 质 15. 14(iii) 直 接 推 出 . 下 面 来 证 式 
(15.50). 设 o=yo (D ye P. (N). 注意 到 oCdyoO ET I(N)o(dD E 
X(o) 二 XQ() ,我 们 有 


fr ° [oj = f, ° [eQ = PND D xQ) f ° LoladDy 


d mod N 


= XD HN)! > ADF ° [ed Dh, 
d mod N 
这 就 证 明了 式 (15. 50). 现在 来 证 (ii). 设 SEVT (ND). 我 们 有 
> ， 户 = (ANDI > f ° Dh, > Xa)) 
a mod N XY mod N 


y mod N 
= f ° [POR f. (15. 59) 
这 就 证 明了 任 一 SEVT CNV)) 必 可 表 为 各 个 V, CT (N) ; y) cH 05 PÑ 
数 之 和 ,其 他 结论 是 显然 的 . (ii) 的 证 明 留 给 读者 . 
性 质 15.17 G) 设 X 是 模 N 的 Dirichlet 特征 . 车 XX( 一 1) 关 
(CDt VTN) OAZE. Gi) 我 们 有 
ViTo), 2k, 


V,(T, (42) = (15. 60 
Das Vlo (4) ;1)， 2 伏 ， 
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Hp x, 是 模 4 的 非 主 特征 , 即 
_ d—1)/2 
Xi1(d) = = D . 212, (15. 61) 
0, 2 |d. 


证 ”因为 一 rEFPoCN), 故 若 fEViCTOCN);X), 则 有 (一 1)f= 
了 "上 一 7 一 X( 一 1)7 而 这 成 立 的 充 要 条 件 就 是 y(—1)= (1), 
这 就 证 明了 (i). 由 于 模 4 只 有 两 个 特征 : 一 个 主 特征 , 另 一 个 就 是 
Xi, 因 此 由 及 性 质 15.16 就 推出 式 (15. 60). 证 毕 . 

性 质 15.16 表明 ,对 TICN) 的 模 四 数 的 讨论 可 归结 为 讨论 
Vi(ToCN);X). 由 定义 (15. 51) 知 , 它 和 ToCN) 的 模 函 数 的 差别 仅 在 
于 多 了 一 个 乘 子 xX(o). 这 是 模 函 数 概念 的 扩展 ,是 十 分 重要 的 . 我 们 
把 Va ToN); (A, (N); X) M,(T (N); OR Sa DCN); P 
的 函数 相应 地 称 为 同 余子 群 PFCN) 的 带 特征 y RA ¿ AA 
( 半 纯 G 模 函数 , 模 形 式 或 尖 形 式 ). 

下 面 来 介绍 几 个 和 线性 空间 V,(T,CN);X) 有 关 的 算 子 . 

性 质 15.18 j W, H (11. 38) 给 出 ,映射 

fif ° [Woo J, (15. 62) 
是 线性 空间 V, (Po (N); X) CA, (To (N); X), M, (Ty (N); X) 和 
SiToND);X)) 分 别 到 线性 空间 V, (T (N); Y) C A, (To (N); X), 
MKToCN);X) 和 Si,(ToCN);X)) 的 同 构 映射 . 

证 设 fEViToN);X),oETICN)pld)CToCN) 由 式 (15. 47) 
给 iH. 由 式 (11.42) 知 ,WwoWop € T. GV )o(a) ST, (N), ,由 此 及 性 
质 15.16 得 到 

Cf ° [Wen] ° [o ,= (Z ° [WowoW oy J) ° [Wo 
= X(a)(J s [Wem ),) = XL ° [Wo h). 
利用 性 质 15. 12, 这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
性 质 15.19 ”映射 
fe) fC— z) (15. 63) 
称 为 对 称 共 轿 变 换 , 记 作 
了 FF 开矿 (15. 64) 
这 一 映射 是 线性 空间 V, (To (N); X) AT (N); X), Mi(To CN);X) 
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和 SiCToCN);X)) 分 别 到 线性 空间 V, Só (N); X) CA, (Ty (N); X), 
M ToN); OFI S TCN); OO RI B] Fg ph ST. 
证 设 oET0CN) 由 式 (15. 47) 给 出 . 容易 验证 : 
Kf [oh = K(f ° Lo 1), (15. 65) 
其 中 
d = | DG LI ON). 
因此 ， 
Kf ° [o], = KXON = XOKI). 
由 此 及 性 质 15. 12 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
由 性 质 15.18 和 性 质 15.19 立即 推出 (证 明 留 给 读者 ) 
性 质 15.20 合成 映射 x 
f >= (K f) ° [Woo |, (15. 66) 
和 
fF >K (f ° [W i) (15. 67) 
均 是 线性 空间 V, (T, CN); X) CA (Io (N); X), M, (TIP (N); X) #l 
S TCN); A É ERS, HBA 
(Kf) [Wein] = (— D*K(/f [Wea ]). (15. 68) 
因此 , 当 21& 时 这 两 个 映射 相同 . 
在 本 节 最 后 ,我们 作 两 点 注 记 . 
注 记 1 对 函数 在 权 为 & 的 a 变换 下 不 变 的 概念 从 微分 形式 的 
角度 作 一 简单 的 说 明 . 设 wEGL; CR) 由 式 (15.1) 纵 出 ,我 们 有 微分 


az +b 
cz + d 


da(z) = d | = |alj(a;z) ?dz. (15. 69) 


这 样 , 对 整数 就 有 
(da(z)) = |al|t;(a;z) *(dz).. 
因此 ,站 次 微分 形式 f(z) (dz)! 在 变换 w(z) 下 满足 
Jf (e(z))(da(z))* = |a|*jla;z) 2 f(a(z))(dz>*, (15.70) 
这 样 一 来 ,f 满足 f=f。[ajz 就 等 价 于 
f(a(z))(da(z))t = f(z2) ldz). (15. 71) 
这 也 就 是 说 f 在 权 为 2k 的 a 变换 下 不 变 就 等 价 于 次 微分 形式 
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f(z) (dz)* 在 变换 a (z) FRE. 我 们 也 可 用 这 样 的 观点 来 定义 模 群 
的 模 函 数 , 而 相应 的 微分 形式 的 定义 域 实 际 上 就 是 模 群 的 基本 区 域 
一 一 闭 曲 面 . 

注 记 2 对 一 般 模 函 数 的 概念 作 一 简单 的 不 严格 的 说 明 . 在 》5 
引进 了 模 群 的 模 函 数 的 概念 .事实 上 ,关系 式 (15. 50) 是 对 模 函 数 的 
概念 的 一 种 推广 . 一 般 的 ,我 们 可 作 如 下 考虑 . 设 模 群 "CT,k 是 整 
数 , 以 及 v 是 模 群 的 特征 函数 (也 称 为 是 模 群 书 的 乘 子 系统 (或 乘 
子 )), 即 满足 

Cao)| =1, aE K laß) = v(a)x(0), aB ET. 
(15.72) 
H 内 的 半 纯 函数 / ARMET HRE RF , 的 权 为 & 的 模 函 数 ， 
如 果 满 足 
va)f o jak =f, aef. (15. 73) 
由 于 满足 条 件 (15. 72) ,所 以 关系 式 (15.73) 和 性 质 15. 2 是 相 容 的 ， 
因此 ,条 件 (15.72) 也 称 为 是 习 子 v 的 一 致 性 关系 . BL, RT” AW 
g | 
v(— ID) = (— 1”. (15. 74) 
这 样 一 来 ,性 质 15.16 中 的 fi 就 是 To(N) 的 具有 乘 子 XX 权 为 & 的 模 
函数 . 这 种 一 般 模 范 数 的 概念 还 可 进一步 推广 到 权 为 非 整数 的 情形 ， 
以 至 讨论 一 般 算 术 子 群 的 自 守 函数 . 关键 在 于 确定 乘 子 v, 即 确定 它 
的 辐 角 的 取 值 . 这些 都 不 属于 本 书 的 讨论 范围 ,但 确 是 模 形 式 理论 中 
最 重要 内 容 的 一 部 分 . 为 了 让 读者 有 一 点 直观 的 了 解 ,下 面 就 权 开 一 
1/2 的 情形 作 简单 说 明 ， 

由 式 (15. 3538246 Si, (T), ,Bl] 3 (a(z))=m4(z), Í € T. 一 个 十 
分 目 然 的 问题 是 7(e(z))(eET) 和 ?7(z) 之 间 有 什么 关系 ?同样 的 ,在 
Š 20 例 20. 3 将 证 明 : 2EM:CFo(4))， 即 ba(z)) 一 由 (z)，aE 
(4). 我 们 也 会 问 0,(alz))(aET6o(4)) 和 0,(z) 之 间 会 有 怎样 的 关 
系 ? 由 式 (15.7) 容 易 看 出 ,应 有 

7(a(z)) = wlalz)) Vez + dalz), wlal(z)) = 1, 
这 里 aET 由 式 (15.1) 给 出 .对 9,(z) 也 有 类 似 结果 . 这样, 问题 就 归 
结 为 确定 因子 。(a(z)), 但 这 是 相当 不 容易 的 . 下 面 我 们 只 叙述 结 
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论 ,而 不 加 证 明 . 
(A) Dedekind 7 函数 的 函数 方程 


设 
r hr 
shm = D 
它 称 为 Dedekind 和 ,其 中 
o fz— [r] — 1⁄2, x= 33%, 
(x) = N r = 整数 
那么 , 当 c 天 0 时 ， 
7(a(z)) 一 ee Vez + d 7(z), 
其 中 规定 辐 角 


— x< arg(cz + d) < x, 
` 1l =], K H c> 0 BT, 


(15. 


(15. 


(15. 


(15. 


Ee(a) = ge(a,b,c,d) = m a + d — Ti s(d.,c) 一 一 
当 c<<0 时 ， 
e(a) = e(a,b,c,d) = TATE L sisaq, 一 + 本， 


当 c= 二 0 时 ( 必 有 4a 二 4 二 十 1)， 
e(a) = e(+ 1,b,0, + 1) =+ b. 
此 外 ,我 们 有 


e 24eC€a) — 1. 


(15. 


(15. 


(15. 


75) 


76) 


77) 


78) 


. 79) 


80) 


81) 


82) 


这 一 绪论 的 证 明 见 LP&P1 ,第 三 十 五 章 $ 4]. 这 样 ,简单 地 说 , 当 
取 vy(a) 二 ee 一 “时 ,7(z) 就 是 完全 模 群 下 的 具有 乘 子 的 权 为 1/2 的 


(B) Theta 函数 0, (z) 的 函数 方程 . 
W aET0(4) 由 式 (15.1) 给 出 ,zEH, 那 么 有 


0,Ça(z)) = É 


£ 1(d) Vez + d 0,(2), 


(15..83) 
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其 中 | S] 是 二 次 剩余 符号 , 即 


C 
| ， d > 0, 
C 


d <0, > 0, (15. 84) 


$] 


el 


C 
5), d <0, <0, 


e(d) = 全 d = 1(mod 4), (15. 85) 
E i, =— ](mod 4). l 
这 一 结论 的 证 明 可 见 [NK ,第 三 章 $4]. 这 样 ,简单 地 说 , 当 取 
£| s(d)(aEroC4)) 时 ,0(z) 就 是 同 余 子 群 Fo(4) 的 具有 乘 
TORIA 1/2 的 模 形 式 . 
最 后 ,再 说 一 次 ,以 上 讨论 都 是 不 严格 的 , 半 整 权 模 函数 的 理论 
请 读者 阅读 有 关 书 籍 . 


v(a) = 
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本 节 将 证 明 同 余子 群 的 半 纯 模 函数 的 一 个 基本 性 质 , 它 刻画 了 
这 类 函数 在 同 余子 群 的 基本 区 域 上 的 等 点 .极点 的 阶 数 与 权 之 间 的 
关系 ,是 本 章 以 下 部 分 讨论 的 基础 . 首先 来 讨论 完全 模 群 的 半 纯 横 函 
数 

定理 16.1 设 & 是 整数 ,FE ACP. HAE 2,34 z€ H Bf, 


设 整数 ”满足 
f(z) = (z — r)”g(z), g(z) 在 点 +t 解析 旦 不 等 于 零 . 
(16. 1) 
我 们 记 
N, TEH, 
Y(T; f) = x(z; f, r) = ml S,1), r€ H ERA, 
(16. 2) 


H rR, (z; f, h) BJ E Š DL 3É& (15. 252 #l (15. 29). 我 们 称 v (z; f) 
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(=v(r; f ,T') ) A Së 2 88 T BJ > 38k 82 pR $£ E SK rz ËJ Pt. 再 设 S " = 
.多 "(TT) 是 了 的 基本 区 域 ( 见 式 (9. 8)). 那么 ,ff 在 .多 "上 的 全 部 零点 
与 极点 的 阶 数 vy(r;f) 有 关系 式 
vico; f) + (1/2)vG; J) + (1/3)v(p;7) 
+ >; vG; f) = 2k/12, (16. 3) 

其 中 求 和 号 >， 表 示 对 f # .多 "上 的 所 有 零点 与 极点 RM, ri, 
p, É ico. 

附注 ”由 于 点 i 的 邻 域 只 有 一 半 属 于 基本 区 域 2", A pR 
域 只 有 三 分 之 一 属于 基本 区 域 多“ ,我 们 可 合理 地 约定 完全 模 群 的 
半 纯 模 函 数 了 在 点 1 和 点 处 的 零点 与 极点 在 基本 区 域 多 "上 的 阶 
数 分 别 是 三 在 点 1 和 点 2 处 的 零点 与 极点 的 自然 阶 数 ( 即 Iá Cç; OI 
的 1/2 和 1/3. 由 式 (16. 3) 容 易 看 出 , 当 fE€ 4) 时 ,了 在 点 1 和 点 0 
处 的 零点 与 极点 的 自然 阶 数 一 定 分 别 是 2 和 3 的 倍数 .因此 , 当 Fe 
Ao(T) 时 ,在 这 约定 下 ,了 在 点 i 和 点 2 处 的 零点 与 极点 在 基本 区 域 
.多 “上 的 阶 数 都 是 整数 , 且 在 基本 区 域 Z ` E, 的 零点 在 基本 区 域 
多 “上 的 阶 数 之 和 等 于 f 的 极点 在 基本 区 域 . “上 的 阶 数 之 和 . 

证 由 JE4xcT) 知 ,在 多 "上 只 有 有 限 个 零点 和 极点 , 因 
此 , 式 (16. 3) 左 边 是 一 有 限 和 . 除 i,o'ice 外 ,在 .多 <* 上 xy 的 零点 和 极 
太 可 分 为 三 部 分 . G) 在 多 "内 的 零点 与 极点 zy ,xiw4, 它 们 与 边 
界 的 距离 大 于 s> 0, ERDF Tu; Gi) 在 边界 直线 一 1/2 十 并 
(M3 /2<t 过 十 o) 上 的 零点 与 极点 ; z; = 一 1/2 十 认 yzym == 
一 1/2 十 itm, 其 中 虚 部 i 以 递 三 次 序 排列 且 均 小 于 TT,; GD 在 边界 圆 
oA et (x/2< 0=<— 2xz/3) F BJ2 RIRA.: z31 一 ez 一 ee 其 中 
辐 角 b 以 递减 次 序 排列 . 这 样 , 对 适当 大 的 T>T。 及 适当 小 的 正 数 
e<eo, 一 定 可 以 取 到 由 以 下 Lst Le 组 成 的 不 自 交 的 正 向 围 道 志 
( 见 图 16. 1) ,使 得 除 i,o'ice 外 ,上 所 有 的 零点 和 极点 均 在 其 内 : 

Li: —1/2<Rez<21/2, Imz=T; 

L: 由 相间 的 线段 G: m +1 Ez ) fil Ze >É [#] 3 G: m TERA 
W: 

Rez =— 1/2, h + < Imz= <T, 
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t; + € < Imz St- — € (2 < J £ m), 
V 3/2 + £ < Imz < £, — E, 


z — zz; = ee”, x/2 < 0 < 3xz/2, 1 < j < m; 
Ls: U p ARAC, e 为 半径 的 圆周 中 属于 Z “的 一 段 弧 : 
pte, mw/6<0=/2; 

Li: 由 这 样 两 部 分 圆 弧 组 成 . EAM =e (z /2<<0=<3x/2)_E 
满足 以 下 条 件 的 h+ 1 B.: 

|z — p| Ze, |z — z,,;| ZEA Sjn), Z |z — ij > s; 
另 一 部 分 是 以 z, G< ;<A) 3 BL UPA e 为 半径 的 圆周 中 不 属于 .多 
AJ h BIR, BẸ 

z& FZ”, jz 一 zi 一 se， 1<Jj=< h; 

Ls: 以 ji 为 圆心 ,e 为 半径 的 圆周 中 属于 多 "的 一 段 弧 ; 

Ls: L, 在 变换 S 下 的 像 但 方向 相反 , 即 是 一 (S(L,)); 

L,: 以 1/2 十 V 一 3/2 一 一 5 为 圆心 ,e 为 半径 的 圆周 中 属于 = 
的 一 段 弧 ; 

Ls: L, 在 变换 工 下 的 像 但 方向 相反 , 即 是 一 CT(L,)). 


16.1 


由 留 数 定 理 知 (以 下 的 工 ,L,…,L 的 走向 均 取 相 对 于 .多 "为 
IE jj): | x 
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nL / G) = =Í ... | 
>, VS) =z|, J (=) dz = 2 |. tot |. 
_ ... 
=p h + + 1}. 


下 面 来 计算 这 八 个 积分 . 作 变 换 zo = ez, W F Go) = f (z), #k JE 
ico 处 的 值 的 约定 得 到 

i = Z| Fdw =— s0; F) = — vio; f), 
这 里 rT =e” ,积分 取 逆 时 针 方 向 . 利用 

J (Tx) = f(z + 1) = fC), 

得 
1 
pri t? + Is} = 0. 
注意 到 在 点 o 及 1 处 ,多 * A BJ VB W) RA 3 fB 2y 9) 28 x/3 K 
Xx, 因 此 , 当 E—>0 时 有 


dyr Zlo. 
Pri? 6 vP; f), 


6 lco;f) 9 


a. 
ri 


zils — TAGA). 


最 后 来 计算 I, 和 Í. 作 变 换 z 二 Sw ,我 们 有 
f(z) = f(Sw) = xo“ f (xu ) 
K 
f' GD = E w” Go) ŠE = kwh fo) + wtf Cw). 
TU x= 


因此 ， 


Ilr 1 fe), = (器 十 到 Ge du 
2ri ”2miJ -sc Jf(z) 2m Jr zw fw) 
进而 有 (为 什么 ) 
1 — =Z 2kf l — 2k 
ier + I p) = 2 |; 2 dw = jp 


综合 以 上 的 结果 即 得 式 (16. 3). WEE. 
定理 16. 1 人 还 可 这 样 证 明 ， 先 证 明 当 ==0( 即 权 2%= 二 0) 时 式 
(16. 3) 成 立 , 证 法 和 原来 完全 一 样 , 但 这 时 计算 L. , L, 上 的 积分 时 将 
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得 到 L aI == 0, MIRER. 对 一 般 情形 ,考虑 g = f'2 A ”?, 它 是 
权 为 0 的 模 函 数 , 所 以 对 g 有 式 (16. 3)(E 一 0) 成 立 . 由 于 判别 式 函 数 
和 A 除了 ico 是 它 的 一 阶 零 点 外 ,没有 任何 其 他 的 零点 与 极点 ,所 以 , 除 
了 ico 外 ,g 和 ff 有 相同 的 零点 或 极点 , 且 z 的 阶 数 是 f 的 阶 数 的 12 
PEA ice 处 有 ， 
vy(ico;g) = 12vGico; f) — 2k. (16. 4) 
由 此 及 式 (16. 3) 对 =0 成 立 就 推出 式 (16.1) 对 所 有 成立. 
这 个 证 明 的 好 处 不 仅 是 揭示 了 2/12 的 意义 ,而 且 容 易 很 清楚 
地 把 定理 16. 1 推广 到 一 般 同 余子 群 卫 的 半 纯 模 函 数 . 为 了 作 这 样 
的 推广 , 代 蔡 完全 模 群 的 半 纯 模 孙 数 在 点 t 的 阶 vCr; ==v(r;f,T[)， 
首先 要 明确 地 规定 同 余 子 群 卫 的 半 纯 模 函 数 在 点 r 的 阶 v(Cry f, 
了 ). 设 JE4eG ) ,我们 和 定义 
J lur; J, D), rEH, 
PEDT S mah, r€ H' aga, O9 
这 里 ERA z WAR, n (p; 2, h)WJEE M W. (15. 25) 和 (15. 29). 
要 说 明 的 是 这 里 考虑 /° 而 不 是 f 的 理由 是 : 因为 当 z 为 非 正则 尖 
所,& 为 奇数 时 ,A 不 是 fF 的 周期 ,但 有 一定 是 放 E hz(T ) 的 周期 . W 
见 ,对 的 等 价 点 TI To RITE 


vrsf E) = vlr; f , T). (16. 6) 
当 z 为 正则 尖 点 或 有 为 偶数 时 

Y(T; f ) = n (r; fsh), (16. 7) 
以 及 当 EATE, 

Y(T; f T) = hul; fT). (16. 8) 
这 些 结论 的 证 明 留 给 读者 . 在 这 样 的 约定 下 ,我 们 来 证 明 同 余子 群 
RJ EAER PR 32% BJ 35 2 x= FE. 


定 16.2 Bk ERST EARTE, SEAT), HREJ 
零 , 以 及 F E T.A 362 PC. 设 
>” = DO afr) 
表示 对 S FEB r TREMER RA, 
>” = X> u fT) 
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表示 对 多 "上 的 全 部 不 等 价 的 二 阶 椭圆 点 * 求 和 ， 
DS = DS vr;f,D) 
表示 对 .多 "上 的 全 部 不 等 价 的 三 阶 椭圆 点 + 求 和 ,以 及 
>” = XT slr; f, I) 
表示 对 寡 ' 上 除了 工 的 不 动 点 外 的 全 部 零点 与 极点 z 求 和 . 再 设 下 一 


K 


Ura, 那么 ,f 在 多 ' 上 的 全 部 零点 与 极点 的 阶 数 v(r;f,T") 有 关 
系 式 
>” + Q/225>7 + 0⁄3) 577” + >7 = #K/12. 
x (16. 9) 

附注 由 于 TT' 二 阶 椭圆 点 的 邻 域 只 有 一 半 属 于 基本 区 域 F, 
三 阶 椭 图 点 邻 域 只 有 三 分 之 一 属于 基本 区 域 7 ,类 似 于 定理 16.1 
的 附注 ,我 们 可 合理 地 约定 同 余子 群 工 的 半 纯 模 函 数 在 二 阶 椭圆 
太 、 二 阶 椭圆 点 = 处 的 零点 与 极点 在 同 余子 群 习 的 基本 区 域 多 "上 
的 阶 数 分 别 是 了 在 该 点 处 的 零点 与 极点 的 自然 阶 数 ( 即 |v(z; 放 |) 的 
1/2 和 1/3. 由 此 约定 及 式 (16. 9) 推 出 : 当 f€ A。《T) 时 ,在 基本 区 
域 .S' 上 ,的 零点 在 同 余子 群 "的 基本 区 域 . "上 的 阶 数 之 和 等 于 
的 极点 在 同 余子 群 "的 基本 区 域 "上 的 阶 数 之 和 . 

证 i e= fUAa t, WARA g€ A. (T'). 再 设 


K K 
F = [| goLe;]o, BI F(z) = [| ze). 
j=l )=1 
由 性 质 15.14 推出 (为 什么 )FE AT). 这 样 , 从 定理 16. 1 得 到 
vGoo;F) + (1/2)vG;F) + G/3)v(o;F) 十 X, uC; F) = o. 


注意 到 "(iccs4)=1 及 4 无 任何 其 他 零点 和 极点 ,由 以 上 两 式 及 我 
们 上 面 的 约定 ,容易 推出 (为 什么 ) 


vGico;F) = 125) ur; f, I") — kK, 
VGE) = 1227 fT + (12 x 2) ST eSI), 


其 中 > ,表示 对 那些 由 aj(i) 给 出 的 多 /的 内 点 r* 求 和 (相同 的 只 算 
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EF) 一 12 PEO + A2 x DDS), 
其 中 >), 表示 对 那些 由 mw(p) 给 出 的 多 ' 的 内 点 =* 求 和 (相同 的 只 算 
一 次 所 以 要 乘 以 3), 以 及 
>  v(z;F) = D vrsf,F'), 


EPD 表示 对 不 是 由 wGi) 或 w(p) 给 出 的 多 ' 的 内 点 求 和 ,由 以 上 
五 式 即 得 式 (16. 9). 证 毕 . 


3 17 完全 模 群 的 模 形 式 空间 


由 定理 16. 1 立即 推出 关于 完全 模 群 的 模 形式 与 尖 形 式 的 重要 


基本 性 质 . 
定理 17.1 G4) 除了 但 等 于 零 外 ,TT 不 存在 权 等 于 2 或 小 于 
零 的 模 形 式 ，; 


Gi) 了 是 工 的 权 为 零 的 模 形 式 的 充 要 条 件 是 f 为 常数 ， 
GH) 当 有 1 Bf, 
Ma ID = Sa (T') DCER; (17. 1) 
Gv) 当 2k=4,6,8,10,14 时 ,SxG) 是 零 维 空间 , 即 仅 有 了 恒 等 
于 零 , 以 及 
Mal IDO = CE; (17. 2) 
(v) AIRIA pd $V 
A = (64xz12/27)( E: — EŻ) (17. 3) 
是 权 为 12 的 尖 形 式 , 且 ice 是 4 的 惟一 的 一 个 一 阶 零点 . 此 外 ,对 任 
BEM k, A 
Sa) = AM, 1 (TL). (17.4) 
特别 地 „S (T) Ë —# <ë |] : | 
S, (T) = CA. (17.5) 
证 以 下 和 恒 假 定 了 是 工 的 权 为 2k 的 模 形 式 且 不 恒 为 零 . 这 时 
去 (16. 3) 成 立 且 左边 各 项 均 非 负 及 仅 取 n,n/2,n/3 形式 的 数 (x 为 
非 负 整数 ). 定理 的 证 明 就 基于 这 一 点 . 由 此 立即 推出 (i), 因 为 这 样 
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的 数 之 和 不 可 能 小 于 零 或 等 于 2/12. 4 了 的 权 为 零 时 , 式 (16. DAE 
边 各 项 均 必 为 零 , 即 既 无 零点 又 无 极点 .所 以 任 取 一 z。€E 晶 ,有 
J z) =a=0, f z) —a 也 是 工 的 权 为 零 的 模 形 式 , 且 有 零点 ,因此 
f(z) 一 a 必 恒 等 于 零 ,这 就 证 明了 (ii) 的 必要 性 . 充分 性 是 显然 的 . 当 
之 1 时 , 设 f(ioo)==5, 则 有 ff 一 bEw€ S(T), 这 就 证 明了 (Gii). 若 了 
是 失 形 式 , 则 vy(ioo; 了 用) 宇 1, 显 见 这 时 当 2£= 4,6,8,10,14 时 式 
(16. 3) 不 可 能 成 立 , 由 此 及 (i) 就 证 明了 (Civ). 由 式 (5. 22”), (5. 48) 
及 (5.49) 知 4 有 表达 式 (17. 3) ,所 以 它 一 定 属于 S0. 进而 由 式 
(16. DME ice 是 它 的 惟一 的 一 个 一 阶 零 点 (这 给 出 了 定理 3. 6 及 
ico 是 它 的 一 阶 零点 的 又 一 证 明 ). 因 此 , 当 JeSxGT7) 时 ,FA 是 下 的 
权 为 2k—12 的 模 形 式 . 由 此 及 (ii) 就 证 明了 式 (17.4) 和 (17. 5). 证 
毕 . 
已 经 证 明 t,*€ S, (T ( Bbk (15. 35)) ,利用 式 (5. 50), (6. 8) 
及 定理 4. 9, 从 定理 17. 1(v) 容 易 推出 | 
7 = 7 = (2mx) EA. (17. 6) 
进而 有 (为 什么 》 
7 二 7. (17. 6!) 
利用 性 质 15.14 可 把 定理 17. 1 由 ) 推 广 至 同 余子 群 . 
定理 17.2 ff 为 同 余子 群 TT 的 权 为 零 的 模 形 式 的 充 要 条 件 是 f 
为 常数 , 即 MTO =C. 
证 充分 性 显然 成 立 , 下 面 来 证 必要 性 . 设 f(z。) =a. 在 性 质 
15.14() 的 符号 (以 f 一 a 代 放下 ,推出 


K 
F,G) = [| (F — a) ° [a;]) G) = [| Cf a;Cz)) — a) 


征 工 的 权 为 零 的 模 形式 . 显然 有 Pa(zo) 王 0( 为 什么 ), 由 此 及 定理 
17.14) 知 天 ESTE, ,进而 推出 (为 什么 ) 必 有 一 了 使 得 Fa (z)) 
一 a 恒 为 零 . 这 就 证 明了 所 要 的 结论 .证 毕 . 
由 式 (17. 2) 立 即 推出 
E; = Ei, Ev= EE, Eu = EE,. (17.7) 
利用 定理 16.1 还 可 具体 定 出 一 些 模 形 式 的 零点 (证 明 留 给 读者 )， 
定理 17.3 E 仅 有 一 个 一 阶 零 点 p;Es 仅 有 一 个 一 阶 零点 i; 
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仅 有 一 个 二 阶 零 点 p;Elo 仅 有 两 个 一 阶 零 点 i 和 po 五 4 仅 有 一 个 一 阶 
零点 1 和 一 个 二 阶 零 点 o. 

利用 定理 17.1 就 可 给 出 模 形式 空间 的 结构 和 维 数 公式 . 

定理 17.4 R f€ M, (T) ,0<2k=2. 那么 ， 

G) 了 可 惟一 地 表 为 w 


f= 2 a, Esr iâ, (17. 8) 


这 里 a, 是 复数 ， 求 和 条 件 * 表示 2k 一 12r 关 2, 并 约定 E,==0. 
(ii) E-148, 0=<r=<([£⁄6], 2k — 12r = 2 (17. 9) 


是 线性 空间 Ma MAE, URARKAN 
dimM;,(T') = dimsS,,(T) + 1 
[:/6], k = 1(mod 6), 
[k/6] +1, kÆ 1(mod 6). 
WE EG). AIRRA? 8) WJ ME— fE. 若 还 有 表示 式 


[k76] 


J = 2 dEus, 
则 有 a= fG) =a, A m4 


Lk/6] [k76] 


a, EmirA = >, al EnA 
rik—12r A — dq, 22k lr . 


r= Ü 


比较 上 式 两 边 在 点 ice 处 的 值 就 可 推出 a —a,. 重复 这 样 的 讨论 就 可 
依次 推出 


(17. 10) 


a =a; 0<j=<([k/6], 2k — 12;= 2. 
这 就 证 明了 惟一 性 . 现 证 存在 性 . 用 归纳 法 . 当 0<<2k<<14,2k22 时 ， 
由 定理 17. 1 知 结 在 论 成 并 (为 什么 ) 假设 当 0 二 2k 才 2m( 宇 14) ,2k 关 2 
时 ,结论 成 了 并. 当 2 = 2 (m + 1) BF, H 2 (17. 1) 知 必 有 ae 使 f 一 
aoErzm+i E Szem 15 (T), BEI H K (17. 3548 

J 一 QoEzmnt1) = gA, gE Mm+1) 12 (T). 
由 此 及 归纳 假设 就 推出 结论 当 2 二 2(m 十 1) 时 ,结论 亦 成 立 .， 这 就 
证 明了 GD). 由 惟一 性 推出 式 (17. 9) 给 出 的 这 一 组 顶 数 在 C 上 是 线性 
独立 的 ,其 个 数 正 是 由 式 (17. 10) 右 边 给 出 ,由 此 及 式 (17. 1) 就 证 明 
T Gi). 证 举 . 
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下 面 的 定理 给 出 了 模 形 式 空 间 Ma(T) 的 男 一 种 形式 的 基 . 
EH 17.5 在 定理 17.4 的 条 件 下 ,f 可 惟一 地 表 为 
f= >` EE, (17.11) 


其 中 cv 是 复数 , 求 和 条 件 x x 表示 4 十 6j 一 2 , 即 MGT) 的 一 组 基 
是 : 
E Ei, ;i2>20,;2>20, 4 + 6; = 2k. (17.12) 
证 ” 先 证 f€ M;, (T) (0 过 2k 关 2) 时 一 定 可 表 为 式 (17. 11) 的 形 
A- 当 0<< 2z<%14, 222 时 ,由 式 (17.1), 17.2), 17.3), 7.5), 
(17. 7) 及 
E? E; € S2 (T`) 
知 绪论 成 立 . 假设 当 OK2ASmCEl4), 24 天 2 时 ,结论 成 立 . 当 2k = 
2(z 十 1) 时 ,我 们 有 
4C — iD) +6, 4 m = 21, 
4l + 6, 4 m = 21 + 1. 
因此 ,相应 地 取 a 二 /一 1,l 时 有 (利用 式 (17. 4)) 

Emn 一 EEs E Szem (T) = AM;,,_u Í (T). 
利用 式 (17. 3), 由 此 及 归纳 假设 就 推出 当 2 二 2(m 十 1) 时 结论 也 成 
YF. 由 于 模 形 式 空间 MzxGT) 的 维 数 由 式 (17. 10) 给 出 ,所 以 为 了 证 明 
起 (17.12) 是 它 的 一 组 基 , 就 只 要 证 明 式 (17. 12) 所 给 的 这 组 函数 的 
个 数 , 即 不 定 方程 4z+6y= 2k 的 非 负 解 数 ,恰好 就 由 式 (17. 10) 右 
边 给 出 (为 什么 ). 这 证 明 留 给 读者 (请 参看 [P&P3, 第 二 章 $1 定理 
4 ]). 


2(m + 1) = 


3 18 ” 权 为 零 的 半 纯 模 函 数 及 其 应 用 


这 一 节 我 们 要 讨论 同 余 子 群 广 的 半 纯 模 函 数 . 对 Fe A, CT), HH 
RFE FEMTO Ma), WA S/F R JFE AT), AMAR] 
只 要 讨论 PP 权 为 零 的 半 纯 模 函 数 . 先 来 讨论 完全 模 群 P 的 权 为 零 的 
半 纯 模 函 数 . 已 经 知道 Klein 模 函 数 ( 见 式 (5. 24”), (5. 25》 和 
(5. 50)) 
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J(z) = gx(z)/A(z) = gx(z=)/(g,;(z) — 27gs(z)) (18.1) 
ET #J48 825 WP 35458 PS 28 ,我们 将 证 明 任 一 工 的 权 为 零 的 半 纯 模 
函数 必 可 表 为 V(z) 的 有 理 图 数 . 先 来 讨论 J(z) 的 性 质 . 

定理 18.1 (Gi) J(z) 仅 有 一 个 极点 ico, 阶 数 为 1, 及 一 个 零点 
P; 阶 数 为 3; Gi) J(z) 一 1 仅 有 一 个 二 阶 零点 i; Gü) ET HEZK 
FF "上 ,J(z) 取 每 个 复数 c( 关 0,1,ico) 怡 好 一 次 ,中 J (z) 一 c(c 冯 0， 
1,ico) 在 Tf 的 基本 区 域 多 "上 有 县 仅 有 一 个 一 阶 零 点 . 

证 ”由 于 ice 是 A(z) 的 仅 有 的 一 个 一 阶 零 点 (定理 17. 1(v)),p 
是 g; (z) (E) Gs(z)) 的 仅 有 的 一 个 一 阶 零 点 (定理 17.3), 从 式 (18. 1) 
就 推出 GQ). 由 于 J(z) 一 1 二 27g3(z)/4A(z), 所 以 从 定理 17. 3 就 推出 
Gi). 最 后 证 Gii). 显然 有 J(z) 一 c= (g, z)—cA(z))/ACGz)C AÓ (T), 
H ice 是 它 的 惟一 的 一 阶 极点 ,因此 由 式 (16. 3) 知 ,在 了 的 基本 区 域 
丈 " 上 它 有 且 只 有 一 个 零点 z (为 什么 ). 当 < 天 1,0 时 ,已 经 证 明 
z0 天 ip 所 以 zo 必 为 一 阶 零点 . 证 毕 . 

如 于 注意 到 S 16 定理 16. 1 后 的 附注 中 关于 零点 与 极点 在 基本 
区 域 多 "上 的 阶 数 的 约定 ,我 们 可 以 说 点 Pp 和 点 i 分 别 是 J(z) 和 和 
J(z) 一 1 在 基本 区 域 .多 "上 的 一 阶 零点 .所 以 可 把 定理 18.1 表述 为 
如 下 形式 : 

定理 18.2 在 FT 的 基本 区 域 . 多 "上 ,J(Cz) 取 每 个 复数 c( 包 括 
0,1,ico) 恰 好 一 次 , 即 对 每 个 复数 c,J (z) —c 的 零点 在 下 的 基本 区 
域 FF “上 的 阶 数 均 为 1. 因此 ,JJ(z) 把 工 的 基本 区 域 .多 "一 一 映射 到 
整个 完全 复 平 面 C* 上 . 

图 18. 1 给 出 了 多 "和 C ”之 间 的 一 一 喘 射 .注意 到 Ga(z) 和 
J(z) 都 是 偶 函 数 , 由 

G> (= 十 iy) =G, (= 一 iy) = Co 一 并 十 iy) 

=Gy(— 1 — z +iy), y> O, 
推出 当 y2>0 FF,G;, Gy) #ll Gax( 一 17/2 十 iy) 均 为 实数 ,因而 .Jiy) 和 
J( 一 1/2 十 iy) 也 均 为 实数 .再 由 .7(z) 的 权 为 零 知 .7J( 一 1/z) 一 rz) 
二 J( 一 2) ,所 以 JCe ) 也 是 实数 . 因此 ,J(z) 把 多" 中 的 三 条 测 地 线 ; 
Rez= —1/2,/ 3 /2<Imz<co;xz=eË,x/2<0=<2x/3; 及 Rez==0, 
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1<Imz<cofk X AF2) C" EAE — oo<x<0; 0<z=<ç1; K 1<= 
一 十 ce, 以 及 把 多 “内 的 实 部 小 于 零 和 实 部 大 于 零 的 两 部 分 分 别 恋 
到 C* 的 上 半 平 面 和 下 半 平 面 . 

定理 18.3 f(z) 是 完全 模 群 的 权 为 零 的 半 纯 模 消 数 的 充 要 
条 件 是 f(z) 是 J(z) 的 有 理 函 数 . 

证 ”充分 性 是 显然 的 . 现 证 必要 性 . 由 定理 16. 1 的 附注 知 , 当 
k=0 时 ,在 基本 区 域 "上 ,f(z) 的 全 部 零点 (包括 ice) 的 阶 数 ( 按 
约定 计 ) 利 与 全 部 极点 (包括 ico) 的 阶 数 ( 按 约定 计 ) 和 相等 . 因此 ,在 
基本 区 域 多 “上 的 f(z) 的 全 部 零点 与 全 部 极点 (包括 ico) 可 依 重 数 
《 按 约 定 计 ) 分 别 计 为 Z15222" 5 Zn 和 和 WI U2 9 Was 再 设 


J (z) — J(z;))， `*4 z; ioo, 
g= | í K í 1 < JjJ<% n, 
1 当 zi = jœ, 
K 
J(z2) — J(wj)， 23 zo; 5 ico, . x 
h; (z) = . 1 < J < n. 
° 当 zo; = ioo, 
显 见 


F(z) = || CgjCz) /hz)) 


lj 


是 完全 模 群 工 的 权 为 零 的 半 纯 模 函 数 , 且 在 基本 区 域 . 灾 “上 和 f(x) 
有 相同 的 零点 和 极点 ( 按 约定 下 的 重 数 计 ). 因此 ,F/f 是 完全 模 群 下 
的 权 为 零 的 半 纯 模 国 数 且 没有 零点 和 极点 ,所 以 是 模 形 式 , 由 定理 


S18 权 为 零 的 半 纯 模 函 数 及 其 应 用 169 


17.1(1i) 知 必 为 常数 . 这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 证 毕 ， 
现在 ,我 们 可 以 来 回答 $ 3 定理 3. 6 后 所 提出 的 问题 . 这 就 是 
定理 18.4 设 复数 a,,as 满足 az 一 27a3 天 0. 那么 , 必 有 复数 o), 
œ s Ime, / o, > 0 , E1 
E(w s02) = az, gs(wywz) == as. 
证 H EBE 18.1 知 , 必 有 zE 殖 ,使 得 J(z) 三 az/(az 一 27a3). 当 
2 天 0 时 , 取 w soz 满足 
g2(2) = aw, wi/wW, = z. 
由 82 (z)=g:(z,1)= wg: (w; wz) 就 推出 gCo ;2) 二 42. 因而 有 
J (z) = g2 CW,w2)/(g2(w1, 0) — 27as). 
H Ik, K K (18. 1) 就 推出 
g (w w2) = + as. 
AREF, W on ,ws 即 为 所 求 . 若 取 负 号 , 则 取 o, =i ,ws 二 iws, 那 么 
w, , co 即 为 所 求 . 当 a; =Q Hj, RIH z= p, & CO1 » W2 满足 
g (p) = TE w/w, = p. | 
这 样 取 的 o) ,ew 就 满足 要 求 . 证 毕 . 
下 面 来 讨论 同 余子 群 广 的 权 为 零 的 半 纯 模 函 数 . 对 权 为 偶数 的 
模 晴 数 不 妨 假定 一 TE (为 什么 ). 以 下 总 假定 
—I€r', T=Ura (18. 2) 


定理 18. 5 设 是 同 余子 群 P 的 权 为 零 的 半 纯 模 函 数 ,以 及 有 
式 (18. 2) 成立. 那么 ,/ 一 足 满足 K 次 代数 方程 
DEDS = 0, (18. 3) 


其 中 J 了 是 Klein BEH, F, EE Bi 9. 
证 考虑 多 项 式 


H (x) = Ila — f ° [æ] = SCD (18. 4) 


显 见 ,所 有 的 CRE S- La DALILORNKEIR, 因此 , 必 
有 (为 什么 ) 

Cf)° leah SCP), <€ T, (18.5) 
BI C( 六 (0< 魏 六) 都 是 完全 模 群 下 的 权 为 零 的 半 纯 模 函 数 . 由 定理 
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18. 3 就 推出 存在 有 理 范 数 F 使 得 C,(f/)=F,(J). 由 此 及 H(/)= 0 
(为 什么 ) 就 推出 所 要 结论 . 

用 代数 的 语言 ,定理 18. 5 可 表述 为 

定理 18.6 设 ' 是 同 余子 群 , 且 有 式 (18.2) 成 立 . 那么 ,的 权 
为 零 的 半 纯 模 函 数 所 组 成 的 域 是 完全 模 群 TT 的 权 为 零 的 半 纯 模 孙 
数 所 组 成 的 域 CC(7) 的 代数 扩张 ,次 数 不 超 过 K. 


器 ”起 


1. ARO 由 0;(n) 表 示 oy(n) 的 表达 式 ; Gi) 由 os(n) ,os《n) 表 
示 oo(n) 的 表达 式 ; Gii) 由 os (x) ,oln) 表 示 o MÈRA. 
2. G) 证 明 : Ew 一 Es 二 aA,a 是 一 常数 ,并 求 a 的 值 ; Gi) > iH 
由 ocs n) ,cu n) 375 rln) 的 表达 式 ; Gii) 证 明 ， 
rín) = o, (n) (mod 691). 


3. G) 证 明 恒 等 式 ， > = >a, G). 
n=] #=1 


Gi) RA a>1,a=1Cmod 4). 证明; E. ,G)=0, KK 
er a =}, 


Batı 


一 n 
2 æi aD 1/264, a = 9, 等 等. 


1/24, a=13 

4. R SEMa T) gS G) — EES a). EN: gE 
Ma TAR g 为 尖 形 式 的 充 要 条 件 是 f 为 央 形 式 . 

5. G) 证 明 : Es 二 EE 一 2 ,及 Ee 一 EeEs 一 二 Es; Gi) 利用 
on) ,0o3(n) 来 表示 os (2); Gii) 利用 on) ,os 1) 来 表示 cy Qm). 

6， 利 用 S 14 所 求 出 的 人 二 TC2) ,To(3),TT(C2),TT(3),To(4)， 
(4) 的 基本 区 域 ,按照 证 明定 理 16.1 的 方法 来 直接 证 明定 理 16. 2 
XF rT RZ. 

7. 设 JEM: T(N). X) Xmod N. WEB}: 

G) f ° [Wmd (— 1): f; 

(üu) Æ y=X, ME (oy (N), y) = (f € M, (Ty (N), XxX); 

° [Wam = +i f) , WI 8 | 
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Mi (To CN),X) = M; DN), X) @ M; (T,(N) ,2). 

第 8 和 第 9 KM E M. RR PJ XW a ETIE ES pR 32%. 

8. 设 4 是 一 个 格 ,eET. G) 设 1: 是 4A 的 NN 阶 格 点 .那么 ,at 也 
是 N 阶 格 点 的 充 要 条 件 是 aETI(N);Gi) 设 ,ts 是 A 的 NN BTS 
的 一 组 基 . 那么 ,ati,at; 也 是 N 阶 格 点 的 一 组 基 的 充 要 条 件 是 a € 
P(N): Gi) 设 GCC/A Æ N 阶 循环 子 群 .那么 aG 也 是 N 阶 循环 子 
群 的 充 要 条 件 是 cE Po GN). 

9. Rk 为 整数 ,0 关 A4EC. 在 上 题 的 符号 下 ,我 们 引进 同 余 子 群 
VST, (N), TON), Æ ToCN) 时 的 “ 模 点 (modular point) ”概念 , 及 
权 为 有 的 模 点 项 数 的 概念 . G) 4 "= T 时 , 格 4 称 为 模 点 ,满足 
FOA) 一 人 有 (4) 的 模 点 函数 下 (4) 称 为 了 下 的 权 为 & 的 模 点 函数 ; 
GD 4 I= NOH}, {AHRR NIRA ME FAA, MD) 一 人 (AD 的 
FE R R R FAO D (N)80 AM A k WJ P SA R, Gi) 当 = 
(ON) 时 , 1A;4 st RARR o WE F OAA; At s At) 5AF (Atisto) E 
B: ra PA A F (A; ;tz) 称 为 [TON) 的 权 为 k 的 模 点 函数 ; (iv) 34 I” = 
Po 《ND) 时 , (AGRAR PA W E F (AA; AG) 1212 F (A;G)BJ FE A 
数 FCA;G) 称 为 ToCN) 的 权 为 & 的 模 点 函数 

设 Ima /o>0, A= A(oi ,ws),F 是 的 模 点 函数 ,以 及 定义 复 
问 量 函数 | 
F(A), I” = r; 


r| 网 |  JF(A;o,/N); I = T, GN); 
wd] |F(A;Zo,/ N), I" = I, GN); 


FlAsw/N,w/N), I = TN), 
sz EH. WH: F 是 六 的 权 为 的 模 点 函数 的 充 


再 设 fæ=F| H 


要 条 件 是 : G) 


gp 


~| | Aw | w 
P| | = F| J. 0 = À € G; 
Ao, J w, 


或 Gi) fe [7Y]=f, YET". 


六 章 ” 同 余子 群 的 模 形式 


同 余 子 群 的 模 形式 和 同人 余子 群 的 模 形式 空间 是 很 复杂 的 ,对 此 
了 解 得 还 不 多 .在 $19 我 们 不 加 证 明 的 给 出 了 同 余 子 群 的 模 形式 空 
间 的 维 数 公式 ,在 § 20 给 出 了 几 个 同 余子 群 的 模 形 式 的 例子 ,它们 
在 以 后 是 有 用 的 . 此 外 ,在 §$ 21 引入 了 Petersson 内 积 的 概念 ， EH 
模 形 式 理论 中 是 很 重要 的 . 这 就 是 本 章 的 内 容 . 
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在 $17 我们 给 出 了 完全 模 群 的 模 形 式 空 间 及 失 形 式 空间 的 维 
数 公 式 , 这 一 公式 是 基于 定理 16. 1 一 一 完全 模 群 的 半 纯 模 函 数 的 基 
本 和 定理 ( 它 给 出 了 完全 模 群 的 半 纯 模 函 数 的 零点 .极点 的 阶 数 与 权 之 
同 的 明确 关系 ) ,完全 模 群 的 Einsenstein 级 数 及 判别 式 函 数 而 得 到 
的 . 原则 上 ,基于 定理 16. 2 É F] f É BJ Einsenstein 级 数 ( 见 
Š 23), 这 一 方法 可 以 用 于 推导 计算 同 余子 群 的 模 形 式 空间 及 尖 形 式 
空间 的 维 数 , 但 在 一 般 情形 下 ,由 于 同 余子 群 的 基本 区 域 及 其 不 动 点 
分 布 相当 复杂 ,难以 直接 得 到 类 似 结 果 . 当然 ,对 极 简单 的 同 余 子 群 ， 
用 这 一 方法 是 可 以 得 到 维 数 公 式 的 . 一般 说 来 ,这 是 属于 Riemann 
曲面 理论 人 研究 的 内 容 , 由 它 的 基本 定理 Riemann-Roch 定理 就 
可 以 直接 推出 同 余 子 群 的 模 形 式 空 间 的 维 数 公式 . 在 本 节 我 们 将 直 
接 给 出 这 一 维 数 公式 ,但 既 不 于 以 证 明 , 也 不 叙述 Riemann 曲面 理 
论 和 Riemann-Roch 定理 的 有 关 概 念 和 结论 ,以 及 它们 和 维 数 公式 
的 关系 (因为 少量 篇 幅 是 说 不 清楚 的 ). 有 兴趣 的 读者 应 该 去 学 习 
Riemann 曲面 理论 . 在 此 之 前 ,我 们 先 来 证 明 两 个 简单 结论 . 

定理 19.1 ITSCT 是 同 余子 群 . 则 有 x 

(1) dimMo(T')—=1, dimSƏ| (T')=0; 

Gi) 当 整 数 ¿<0 时 ,不 存在 权 为 的 模 形式 , 即 dimM,(T')= 0. 
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证 结论 GD) 就 是 定理 17. 2. 下 面 来 证 (ii). 阁 存 在 不 恒 等 于 零 的 
f€ M,(T'). I A, JPA EM T). RE ARASA KA. 由 定理 
17. 2 和 SPA 等 于 常数 a40, IA 二 aAh*, 它 在 无 穷 远 点 有 极点 ， 
这 与 上 是 模 形 式 矛 盾 . uE Hs. 

由 定理 16. 2 容易 得 到 同 余子 群 的 模 形 式 空间 的 维 数 的 上 界 估 
计 . 

定理 19.2 Rk EER TOT 是 同 余子 群 ,以 及 


那么 
jimAM;, (T) < 1 + K/12. 

证 iZ fr f C Mi(T'), 生 在 复 数 域 上 线性 无 关 . 考虑 复 系 

数 线 性 组 合 
J (z) = DSE)» x; € C, 
为 简单 起 见 ,假定 尖 点 ice 35 EWA , % BE >g h GEEAE J Tri 81 
给 读者 ). 这 样 ERA ice 有 Fourier 展 式 
万 (z) = Da; net, , € H, 1< j< m. 
进而 有 
f(z) = Si Dra GQ) jeri, > C H. 


= 0 


考虑 变数 z, 的 齐 次 线性 方程 组 
Saz = 0, n= 1,2," m — 2. 
EAER =; ,--- a. ,因此 ,相应 的 
f° G) = >z; eO € MT), 


它 不 重 等 于 零 , 且 ice 至 少 是 f" (z) 的 m—1 阶 零点 .由 定理 16. 2 
MGA m 一 1 二 kK/12, 这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 

下 面 来 叙述 由 Riemann-Roch 定理 推出 的 同 余子 群 的 模 形式 空 
间 的 维 数 公式 . 由 定理 19.1 知 ,只 要 讨论 权 & 为 正 整数 的 情形 . 
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定理 19.3 BT Er ERRARTE grg TORT 25 4 PCR BJ G 
数 . H e= TE =e TOM EEEE TOE T 
EA, = pr Bl MRAN, AE eu = l+ l L= LUT) 
和 #2= 1 TOA E T 69 EBE S MEERA 4-3. 那么 ， 
G) 当 & 为 偶数 时 ， 


k k k _ 
amsa] tla ela je+| 7 1) e=, k>4, 
E» k=2, 
(19. 1) 
K 
dimSi(D) + Z, k 之 4; 
dimM,(T”) = í ` 
dims, (I) + o — 1 = g + @— — 1, k 一 2. 
(19. 2) 


Gi) 当下 为 奇数 时 ， 
dimS, (T) =(k — 1)(g — 1) + [k/4]E; + [k/3 ]@, 
+ (Ck — 1)/2)@, — G/2@1, k> 3, 
(19. 3) 


[dims (TY) + 2+, kL 之 3， 
dimM,(T')> = (19. 4) 
dims, (I) + G/D}, k= 1. 

从 定理 的 结果 可 以 看 出 以 下 几 点 : G) SC M TOHI EH 
公式 是 至 今 没 有 解决 的 问题 ;Gi) 正则 类 点 的 个 数 一 定 为 偶 ; Gi) > 
之 3 时 ,以 上 公式 表明 dimSi《T ) 和 dimMi(T) 之 间 有 明确 的 关系 ， 
这 将 在 定理 22. 3 证 明 . 

当 太 = 时 ,8 一 6 一 6 一 1,g8 二 0 及 权 为 偶数 ,由 公式 (19. 1) 
和 (19. 2) 即 得 

dimS;,, (T) = [2k/4] 二 [28/3]—k, k 守 2. (19.5) 
及 
dimMa(T') = as TF 1223] 一 人 十] w (19. 6) 


不 难 验证 , 当 2222 时 ,以 上 结果 与 公式 (17. 10) 是 相同 的 . 
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下 面 应 用 定理 19. 1 来 具体 计算 同 余 子 群 了 =TCV),T ON) 
ToCN ) 的 模 形 式 空间 及 尖 形 式 空 间 的 维 数 . 各 个 Z, Z, 和 2 可 相应 
地 由 定理 12. 5,12.6 及 12.7 得 到 ,而 由 式 (13. 9) 知 亏 数 

g =g) = 1 + K/12 — @,/4 — @,/3 — @#,/2, (19.7) 
Rh 480 4 K=[T : 'Juf H EM 11. 3 得 到 . 以 下 只 写 出 结 
论 , 具 体 推导 留 给 读者 . 
定理 19. 4 我 们 有 
k—2, k2, 


(i) dimS (F (2)) = n k=1, K 


dimM,, (T'(2)) =£ + 1, k El. 
Gi) 当 N> 2 时 ， 


dimS,(T'(N>) = 


及 
dimMAT(N) = [œ -DË + 4x] 
定理 19.5 我 们 有 


G) dimS;; (T, (2) )= | K 
0, k=l, 
dimM, (T (2))2 = [2k/4] +1, kÈl. 
k/3 —], k-23, 
(11) dimS (r (3)) = t l 及 
0, k=2, 
dimM,(T', (3)) = [k/3] +1, k2. 
GH) dimSx(T' (4))= Ü. k=]. 


dimS;i r4 =k — 2, k2, 
dimMy; , (T, (4)) = k, k > 2. 
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dimS, (T, (N)) = 


a C asa 
及 
dimM, (T, (N)) =| Q — 1) a HU 一 点 
P 


1 N 
+ r Hay 7]. k > 2. 


dimS,(T, (NDH dimM,(T. CN ) 的 公式 较为 兄长 ,这 里 就 不 具 
体 写 出 来 了 ,由 定理 19.1, 式 (19.7) 及 以 下 各 式 妈 可 得 到 这 些 公式 ， 


K = [T:R] =allii+ +]: 
pin 


EFn)) = 0, 4|n; G(T,n)) = IT + 


pln 


E Ton) = 0, 9|n; G(Toln)) = Tl + | 


pln 


— 1 

P 

F| oh 
加 | — n 

EToln)) = @#z(T,G@)) = Zd [a 号 | 


din 


3 20 同 余 子 群 的 模 形 式 的 例子 


本 节 给 出 一 些 具 体 的 同 余子 群 的 模 形 式 的 例子 ,它们 由 Theta 
了 削 数 ( 见 式 (4. 19) 和 (C4. 21)) 


OCz) = 0, (z) = > er x E€ H, 


# 一 = 00 


XK Dedekind 7 p $⁄ (LA (6. 8)) 
7 (z) — eu j] G — e2), 之 E H 
所 导出 . 先 来 讨论 由 6(z) 导 出 的 例子 . 我 们 记 ( 同 式 (4. 21)) 
0,(#) = 0(nz), z€ H. (20. 1) 


显然 有 
0, ° [T° J, = f, Qe [T] = 0,， (20. 2) 
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N ° [Bo, J — n20", l € Z, n €E N. (20. 3) 
由 定理 4.7 知 
0 (— 1/z) = Vz/i0(z), z€ H, (1 =1. (20.4) 


由 此 即 得 
z710 (— 1/z) — iĝi (z), z 201 (一 1/z) 一 一 0" (z), 


(20. 5) 

即 0 [S =— i, Ø o [S]; =— 6. (20. 5') 
还 容易 推出 ( 留 给 读者 ) 

B。[L7T] = 20, — 0.. | (20. 6) 


例 20.1 WEH: 0 € M,(T'(2)). 
由 例 14. 1 人 5 ) 知 ,下 (2) 王 (一 7 T, STES). 由 此 及 式 (20.2) 
和 (20. 5') 就 推出 | 
Q ° la] = 0, e Eero). (20. 7) 
册 来 求 它 在 尖 点 处 的 值 . 仍 由 例 14. 1(b) 知 ， roA 个 不 等 价 的 正 
WRA ico ,0,1 ,宽度 均 为 2. 我 们 有 
Q Geo) = 1. 
利用 式 (20. 5') 可 得 
0100) = Ho [SJ,Goo) =— Go) =— 1. 
下 利用 式 (20. 6) 和 (20. 4) 得 到 
i ° [TS ];(z) 一 2 ?2{20.(— 1/z) — 0,Ç— 1/z)} 
= z (20 (一 4/z) — 0,(— 1/z)} 
z 2(2 Vz/di 0,(z/4) 一 Mz/i 0, (z) 2 
一 一 {0.(z/4) — 0, (=>), 


因而 有 
0 (1) = @ ° [TS ],G=eo) = 0. 
这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
@J20.2 设 Theta # Ty 由 式 (11.48) 给 出 . 则 有 
G) AEM, C); 
(ü) 0EM: T,X), BI 
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Gi o [o], = X, c€ Tv, 
KP xÆ rN 的 非 主 特征 , 即 
Xo) = 1, o€ T2); XCc) 一 一 1，aET(2)9. 
已 知 Do 二 TC(2)CIUS), 以 及 由 例 14.1(c) 知 ,To 二 {S,T?}, 它 有 
两 个 正则 尖 点 : ice ,1. 由 例 20.1 8l,W@WGoo)=1,# (= 0, URAR 
《20.7) 和 (20. 5') 可 得 
0 ° [c] = 0, o Ero); 
0i ° [oc], = @ ° [S] =— 0, o E rS. 
这 就 证 明了 (ii). 由 此 即 推出 G)( 也 可 直接 证 明 ). 
例 20.3 证 明 ; G) @€ M;(T6(4)); Gi) 6 € M, (T, (4)) = 
M: T04), X 是 模 4 的 非 主 特征 . 
由 例 20.1 及 例 15. 2 立即 推出 0 ° LBa,; |, € Ms(T1(4)), 由 此 及 
式 《20.3) 和 TT6(4)= 二 TC(4) (TU 一 了) 就 证 明了 (i). 下面 来 证 (ii). 显 
见 , (i) 是 (i) 的 直接 推论 . 由 例 14. 3(a) 知 T (a= (IT STIS}. H 
式 (20.2) 知 ,只 要 对 生成 元 ST4S-! 来 验证 . 由 式 (20.4) 可 得 


0,(— 1/4z) = A/2z/i 0,(z). (20. 8) 
因而 有 
0, ° [Wa] = — 16. (20. 9) 
利用 常用 的 关系 式 
ST'S-! = W. TW, (20. 10) 
即 得 


0, ° [STS] = 0; ° [Wao TW.) ] 
=— 6[TW¿) = — ið ° [Woh = 6. 

这 样 , 由 (i) 推出 (i) 成 立 ( 为 什么 ). 下面 具体 来 求 尖 点 处 的 值 . P, 4) 
有 两 个 正则 尖 点 ice ,0, 及 一 个 非 正 则 尖 点 一 1/2( 见 例 14. 3(a)). 已 
知 (ice) 王 1, 以 及 由 式 (20.4) 可 得 

0, ° [S] (z) 一 (17/2i)02(z/4)， (20.11) 
所 以 ,92(0) 二 1/2i. 由 性 质 15. 13 知 多 (一 1/2) = 0. 这 也 可 通过 求 
0, ° ESTS h 来 得 到 ( 留 给 读者 )， 
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下 面 来 讨论 由 Dedekind 7 旺 数 导出 的 例子 . 我 们 记 
NC) = 7nz2), NZ)=7(z), z C€ H. (20. 12) 
已 知 ( 见 式 (6. 11)) 
1( 一 1/z) = Vz/iyz), z€ H, 1 =1; (20.13) 


7 e [Sh =— 22, 7° [S] =— 7, (20. H) 
及 ( 见 式 (15.35) 和 (17.6)) 
7 = (2=) LA € S1(T). (20. 15) 
此 外 ,我 们 有 
n° [Baj = zt, ¿€ Z, n € N. (20. 16) 


例 20.4 2 N 是 正 整 数 . G) M € S, (To N); GD BE k, N 
是 正 整数 ME RN +1) =24. 那么 , 当 上 有 一 2,4,6,8,12 时 , Omn) € 
S, TND; Gi) 在 (ii) 的 条 件 下 ,大 JESeCoCV)), 则 必 有 复数 ec 
使 得 f= Om) BI STONER ETF 1. 

利用 式 (20. 16), (20. 15) fJ 15.1 推出 Z= - [Bos]: € 
Siz(TPoCN)). 由 此 及 式 (20. 15) 就 证 明了 (i). 下 面 来 证 (ii). 当 
&(CNV 二 1) 一 24 时 ,由 式 (6.8) 可 得 


gwv(z) = MEC) = es TT (1 — ea — en") | 


n=l 


k 


(20. 17) 
所 以 ,gv(z) 是 囊 EREI AD. 4 k=12 时 ,N= 二 1, 由 式 (20. 15) 知 
绪论 成 立 ,在 其 他 情形 ,相应 的 值 N 为 


k 8 6 4 2 
N 2 3 5 11 


k=4 的 情形 较 复 杂 ,在 最 后 讨论 . 先 讨论 其 他 三 种 情形 . 我 们 有 
DN) = {— I,T,STYS—}, N = 2,3,11. (20.18) 
( 见 例 14. 1(a), 例 14. 2a), N=11 的 证 明 留 给 读者 ). 显然 有 ， 
gn ° [— I], = gs ° [Th= gy 
所 以 只 要 验证 STNS 1. 4 k=8,6,4 及 2 时 ,利用 式 (20. 13348 
En ° [Wo jCz) = (T ° [W o e (z) ) (TN ° [Wo J, 2 (z)) | 
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z) | [NCN] z) | 

= N Vz | (ANZA NZ) ) [CZ /iDE(z)) 

=i “gx (z). (20. 19) 
由 此 及 式 (20. 10) 即 得 : 4 £—8,6,4 及 2 时 有 

gn ° [STS h = gs ° [Was TWO, j) = gy. (20. 20) 
H zÑ (20. 18) £ (20. 20) 就 证 明了 : 34 (k, N} = (8,2), (6,3) K 
(2,11} 时 有 


一 (LVws (Nz) 27 


En ° [oj = gn, 0 € rN). (20. 21) 
当 k(N+1)=24 时 ,由 (i) 知 
(gx ° [o], = mp)” o Lola = m, c€ T. (20.22) 
由 此 即 推出 gy 在 尖 点 处 的 值 均 为 零 . 这 就 证 明了 所 要 结论 . 
“下面 来 讨论 {£,N) 二 {4,5) 的 情形 . 这 时 有 ( 见 例 14. 3(a)) 
DG) = {— I,T ,STSS ,ST 2S(ST 2 1,ST2S(ST2) 11, 
由 以 上 讨论 知 ,为 证 明 式 (20.21) 对 (人 ,N} 王 (4,5} 成 立 只 要 证 明 
g, ° [ST *2S(ST*2y 1], = g.. (20. 23) 
下 面 来 证 其 中 一 个 , 另 一 结论 完全 类 似 . 容易 算出 


a = ST S(T 2) 1 一 É l ,|， 
5 一 2 


因而 有 
， _ = on-a 2z — 1 2(5z) 一 5) 
£; [a ],G%) = (5z 2) “e| pz 一 1 | (5z) — 2 |: 


利用 7(z) 在 模 变 换 下 的 一 般 函 数 方程 ( 见 式 (15. 77)) 可 得 


7 经 一 | — m (z) (5z _— 2) et? 15 一 2) ， 
| >G — 8 — 7t (5z) (5z 2) Zet 51,2) , 


其 中 
ce(2, — 1,5, — 2) =— mis(— 2,5) — Ni/4,， 
e(2, — 5,1, — 2) =— m s(— 2,1) — mi/4. 
H Dedekind 和 的 定义 ( 见 式 (15. 752), A 88 E s(—2,1)= 
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s(—2,5)=0. 由 此 及 以 上 五 式 就 推出 式 《(20. 23) 中 相应 的 一 式 成 江 . 
进而 ,由 此 及 式 (20. 22) 就 证 明了 所 要 的 结论 . 

最 后 来 证 (iii). 由 于 gy(z) 在 HH 内 不 等 于 零 ,所 以 f/gw 在 H 内 
解析 , 且 属 于 Vo《ToCN)). 因 此 ,只 要 证 明 f/gw 在 ToCN) 的 尖 点 处 
是 解析 的 , 即 f/gyE€ MMo(To(N)), 由 定理 17. 2 就 推出 所 要 结论 . 
N=1,k=12 的 情形 是 显然 的 . 当 N=2,3,5 及 11 时 ,由 定理 12. 6 
Qi) 知 ,ToCN) 有 两 个 不 等 价 的 兴 点 ; cc 和 0. 由 式 (20.177 知 ,gw 在 尖 
点 00 的 Fourier 展 式 是 


e2xz 十 > a, em. 
m= 2 
H TEDN), f€ SiCSTU (N) 7) 在 尖 点 ce 处 的 Fourier 展 式 是 


> b, em, 
故 f/gw 在 尖 点 ce 处 解析 . S/a ERA 0 处 的 性 质 就 是 (f/g、)。[S Jj 
在 尖 点 ce 处 的 性 质 ( 见 $15 的 讨论 ). 我 们 有 
(f /gn) ° [Sjo= C ° LS /gy ° LS]. 
所 以 ,就 归结 为 讨论 f。[Sj M gy. LS |, # 2° co #Ë BJ ER. 它们 
分 别 是 S TNISSIL OKE K, HT T" € P? (N), ,所 以 它们 
的 Fourier ER VA 


Sserim/N 
m=] 
的 形式 ( 见 $ 15). 利 果 式 (20.13) 和 (20. 17) 548 Fourier ER: 
gx ° [S ),= OVNENE) 
= (i VN ) ez/N + > dpe N, 


m=? 


由 以 上 三 式 就 推出 f/gw ERA 0 处 也 是 解析 的 . 证 毕 . 
例 20.5 i p ERK. G) H(z)= 7/7,)*E Mre- (To(p)), 
在 尖 点 ce 处 的 值 为 1, 在 尖 点 0 处 是 大 一 1 阶 零点 ;(ii) 当 p 是 奇 素 
IET sh (z) = 7/0) € Meo- TD 在 尖 点 ce 处 的 值 为 1, 在 尖 
尽 0 处 是 (pp 一 1)/4 阶 零点 ;tiii) 当 户 是 奇 素数 时 ， 
7/7 € Mie- (T, (6),X:2; 
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这 里 y, 是 模 p 的 Legendre 符号 ， 


d o 其 
xo = | €), “=| 
先 来 讨论 G). 由 式 (6.8),(20. 15) 及 例 15. 1 知 ， 


| iai | 24 
Jr(pz) = e| T] a — e=] € SiaTolp)), 
并 一 二 


" [emoa H) € Dp). 


nP (>) — em"| TI (1 — ec) | 24? € S, , (T). 
n=l 


因此 ,五 (z) 在 H ARI HIR TF Yo-b(CToGz)). Po(Cp) 有 两 个 不 等 
价 的 尖 点 : ce 和 0. PRE Hlo)=1. ÆRE 0 处 的 性 质 就 是 
H ° LS lizo- 在 尖 点 co 处 的 性 质 , 它 属于 
Vis a= (T? (0))(S 'To(Ə(6)S = T°(p)). 
类 似 例 20.4 中 的 讨论 ,利用 式 (20. 15) 及 上 式 可 得 
H ° [S c 5 (z) = z (一 1/z)7/T (一 b /z) 
= pn? (z) /T' (x / p) 


O 
: r A : 
— preo Dx/p > Ame, 


m= Ü 


由 于 ECp) 是 户 级 同 余 子 群 , 按 约 定 H ° [S Jro-n ÆR K co JE 
PP 一 1 BEF sa AE, H ERÄ 0 处 也 是 大 一 1 阶 零 点 ( 见 $15 的 讨 
E). 这 就 证 明了 G). (让 ) 的 证 明 要 用 到 将 在 定理 23. 10(i) 证 明 的 一 
个 结论 : 存在 gl) EM-I) CER KoA REFE, AR 
已 0 是 它 的 (Pp 一 1)/4 阶 零点 , 由 此 及 (i) 就 推出 
g'/h’ = g'/H € Mo(To(p)). 
进而 ,由 定理 17. 2 得 到 gt/ht 为 常数 , 即 g/h 为 常数 ,这 就 证 明了 
Gi). 由 此 也 推出 g(z) 在 H 内 不 等 于 零 . 最 后 ,来 证 明 (iii) ,这 要 用 到 
将 在 定理 23. 10(ii) 中 证 明 的 结论 ; 存在 Í E Mxs- (To (0), X) iE 
得 g(z)= (—1)% "2 f2 (x). H EHE O 是 了 的 常数 倍 .证 毕 ， 
例 20.6 G) BN REX. IA, (7wV/7)2E 4oCToCN)), 尖 点 
co 是 N 一 1 阶 零点 , 尖 点 0 是 N—1 阶 极点 ;Gii) 设 p 是 素数 ,k 是 正 
整数 ,满足 &(p 一 1)= 二 24. 那么 ,(76/7)*E 4o(To(Cp)), 尖 点 ce 是 1 É+ 
零点 ,人 尖 点 0 是 1 阶 极点 . x 
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(i) 的 证 明 与 例 20. 40i), 例 20.5(iD 的 证 法 完全 一 样 , 留 给 读者 . 
下 面 来 证 (ii). 数 对 {p,k)}= 二 {2,24)}, (3,12),{5,6),{7,4} 及 {13,2). 
关键 在 于 证 明 
(7p/7)° ° Lalo = h ° [o ],/7 ° [ojo)* = (1/9), o € DCD). 
(20. 24) 
由 此 及 (iD 就 证 明了 (ii) (为 什么 ). 我 们 利用 7 函数 的 一 般 函 数 方程 
(15. 77) 来 证 明 上 式 . 设 


a b 
G 一 | "| ToCA). 
C 


当 c=0 时 ,容易 验证 式 (20, 24) 成 立 . 由 于 一 了 TET,(p)， 所 以 可 假定 
c>0. 由 式 (15.77) 知 
7° [c o = 7(0(z)) 一 ee Vez +d 1), 


e(o) = E e L€ _ nis(d,c)— Z 
c 4 ' 
以 及 
。 _ ,|a(pz)++ pè 
VF Le Jo = )(paolz)) — nl c! (pz) -+ a 
= eO Vez + d 7(pz), 
其 中 c= b, 
IN — m atda _ n m 
elo) = T3 x Tm s(d,c') 4 
综合 以 上 讨论 得 到 
(7,/7)° ° [oj], = H a7). 
我 们 有 
k(g(o") — e(o))= rik] [sd,o) -一 ata) 
12c 
— [ae ) 一 ata) ) 
= mkT. (20. 25) 


可 以 证 明 在 所 讨论 的 P k 的 取 值 下 ,kT 是 偶数 . 由 此 及 前 一 式 就 推 
出 所 要 的 结论 .关于 FT 是 偶数 的 证 明 将 安排 在 问题 11 一 14. 
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S 21 Petersson 内 积 


在 § 19 已 指出 同 余子 群 TPJ 8 k WEKRE Mi(T') 是 复 
数 域 上 的 有 限 维 线性 空间 ,在 8$10 中 ,我 们 在 完全 复 平面 C* 上 引进 
了 在 辛 变换 下 不 变 的 度量 一 一 辛 测度 . 大 家 知道 ,在 线性 空间 中 如 果 
能 定义 内 积 ,那么 ,对 研究 这 空间 是 很 有 好 处 的 ,因为 Hilbert 内 积 
空间 有 许多 十 分 重要 的 性 质 . 本 节 就 是 要 利用 $10 中 引进 的 辛 面积 
元 drdy/ y 来 定义 M,(T' ) 中 的 内 积 . 

定义 21.1 设 GEF 是 同 余子 群 ， 

fsg € MDT), F' = FT) 

是 工 的 基本 区 域 ,z= 王 z 十 iy. 我 们 把 积分 


(LT : Fpj f) gley dzdy (21.1) 
g y 
称 为 是 了 上 和 g 的 Petersson 内 积 , 记 作 
(fg) = (Jf ,g)m. (21.2) 


式 (21. 2) 中 的 第 二 个 记号 是 为 了 强调 这 是 在 M, (T' ) 中 的 
内 积 ,但 我 们 马上 要 证 明 这 样 定 义 的 内 积 前 面 乘 以 因子 
(E: "' Jy 1 一 一 是 和 了 的 取 法 无 关 . 

在 定义 中 并 没有 要 求 收 和 敛 性 ,在 证 明 满 足 什 么 条 件 积分 收敛 之 
前 , 先 来 讨论 这 样 定 义 的 内 积 具有 的 性 质 . 以 下 符号 同 定义 21.1. 

性 质 21.1 内 积 的 面积 元 是 drdy/y’, 它 在 辛 变换 a € SL (R) 
下 是 不 变 的 , 即 设 


w= alz), w= u iv, (21.3) 
则 有 
dudu dzdy dzdy dudu 
2 = 2 ° K | 2 = 2 °` 
v Jy P y ay U 


这 就 是 式 (10. 3). 
性 质 21.2 ”内 积 的 被 积 函数 是 F(z)g(z) 兴 ,而 不 是 f(z)g(z). 
在 辛 变换 (21. 3) 下 ,我 们 有 
(f ° [a],) G) (g ° [a J ey = fGo) glwt. (21.4) 
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特别 的 , 当 f,g EMi(T'),aE TV' 时 ,在 模 变换 a 下 被 积 函 数 不 变 , 即 
有 
fz) g(z) 兴 一 co) g(w)vt, w = a(z). (21.5) 
证 ”由 式 (5.19) 及 y=Imz= |j(z;aQ)|:Imxww 立即 推出 . 
性 质 21.3 内 积 和 基本 区 域 7 AREA, ME G' 也 是 Tr 的 
基本 区 域 , 则 有 


(TTD | So oy os 
= (P: FD fo zwy egz, (21. 6) 
证 ”我们 仅 讨 论 以 下 的 常用 情形 : BID 多 "可 分 为 若干 区 域 的 并 
S = Z U UF, 
及 存在 oi，…,o:ET ,使 得 
G = 0o F U e Ú oF 
由 性 质 21.1 及 式 (21.5) 知 : 作 变 换 w= 二 oj(z) 后 有 


| ,f(z) g (z) y“ dzdy = | , f Ro) g Go) dudv 
F, y ÑW r 


两 边 对 了 求 和 即 得 所 要 结论 . 
性 质 21. 4 我 们 有 
(g,f) = (f,g), (21. 7) 
(J ,cg1 + cge) = ë, (f sgi) + C.J ,82), clycz € C, 
| (21. 8) 
K 


Ceifi + c.Jfx g> = c (fig) + c, (fo,g>, ccs € C. 
(21. 9) 
证 明 留 给 读者 . 
EA 21.5 内 积 和 所 取 的 同 余 子 群 无 关 , 即 若 有 F,geE MT) 
及 f,g€ MT), 则 
(Fsg) = (f ,g>r-. 
证 ”我们 只 要 讨论 下 GIF 的 情形 (为 什么 ). 设 
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K 
I= Uta, K = [P”: TJ, (21.10) 
j=1 
多 "和 .多 ' 分 别 是 TAI T ERK. 由 定理 13. 1, 性 质 21. 3 可 得 
K 
(f, = [P OO 


= [T : mk| J (z) gC(z)y dzdy (21.11) 
F" Y 


由 此 及 [TT : ']=K[T : IF] 即 得 所 要 结论 . 

在 性 质 21.5 PR I”=T,f=z=16€ M, T"CM,(T) ,利用 定理 
10. 1 就 得 到 

性 质 21.6 记 TT' 的 基本 区 域 的 辛 面积 是 T), RIJE 

| eT) = [T : T' Ja(T') = (=/3)[T : T' J. 

现在 来 证 明 收 全 性 定理 ， 

定理 21.7 设 让 ET 是 同 余子 群 ,f,g€EMiT'), 且 ff 和 gg 中 
至 少 有 一 个 是 尖 形 式 .那么 ,由 式 (21.1) 给 出 的 积分 绝对 收敛 , 即 f 
和 g 的 Petersson WE (F o EE. 

证 ”不妨 设 /是 尖 形 式 , 式 (21. 10) 成 立 ( 取 =r), K = * E. 
由 式 (9. 8) 给 出 的 工 的 基本 区 域 .这 样 ,由 式 (21. 11) 的 第 一 式 
(IY=) 得 


K _ d d K 
(f ,8)r' = | J) gz)Y = = KSIL. 
j=1 Y a; j=1 
RIKERA L 绝对 收敛 . 作 变 换 w=a (z), H s (21. 4) 得 
1; = |, f° [e; lw) g ° La; |], Goyo cz， 


设 
SZ, = (zo; z C F*, Imw < 2), 
S = ZN; = (zo: Inw > 2, — 1/2 < Rew < 1/2}. 


我 们 有 
l; = jo + | -: 


多 。 是 一 不 包含 尖 点 的 有 限 闭 区 域 ,第 一 个 积分 当然 绝对 收敛. 下 面 
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来 讨论 第 二 个 积分 . f ° La jk 和 gg。[ay jj 属于 MilajIVa;'), 且 前 
者 是 尖 形 式 , 设 EMER Mop Fourier 展 式 是 : 


f ° [ay 1], Go) = Ya ese, g ° [a ] Cw) = > e2ipo/q ` 


(为 什么 可 取 同 一 人 D. 它们 当 G= Imzu2>1 时 都 绝对 一 致 收 伍 (为 
什么 ). 因而 有 


f ° [Lo JiCw) g ° [a hw] < < Ze e 一 2mro/r ， 
Cm 一 > la,b;| ° 


I+ j=m 
122:1 , 722: 0 


最 后 的 正 项 级 数 当 v1 时 一 致 收敛 . 由 此 即 得 


en De. e727- dudu 


1 m=l1 


1/2 
= Í duf >x, e 2, dudu 


= (> e>) | e —2n(o—)/q,, k—2 d <+ œ, 


即 这 积分 也 绝对 收 化 所 以 ,每 个 积分 三 绝对 收敛 .证 毕 . 

有 了 内 积 , 就 可 以 引进 正 交 的 概念 . 

定义 21.2 RIET EARTE, Sg EMT). Sg) =0, 
则 称 / A g 是 正 交 的 . 

由 式 (21.8) 知 ,f fll z EZB z M FEX. 容易 证 明 , 只 要 在 了 
的 每 个 尖 点 上 SM zg 至少 有 一 个 的 值 为 零 , 则 定理 21. 7 就 成 立 , 即 
内 积 (f,g) 存 在 . 由 定理 21.7, 定 理 19. 1 及 线性 代数 理论 立即 可 得 
以 下 两 个 定理 (证 明 留 给 读者 ). 

定理 21.8 设 TI'CT 是 同 余子 群 . 则 尖 形 式 空间 S, CT") EER 
维 Hilbert 内 积 空间 ,内 积 (f,g) 由 式 (21, 1) 定 义 , 且 Si(T) 一 定 存 
在 一 组 正 交 基 . 

定理 21.9 设 上 ETF 是 同 余 子 群 . 定义 

Ne = {f: f E MDT),(f,g) = 0; 对 任意 的 g€ ST), 
(21. 12) 
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即 NTO M, TOPS S, (T' ) 正 交 的 全 体 模 形式 所 组 成 的 子 集 
合 . BZ N, TOE MT ) 的 子 空间 , 称 为 STOE, H 
有 直 和 分 解 


M.T) = SAd) @ N.T). (21. 13) 
下 面 的 定理 是 内 积 的 重要 性 质 . 
定理 21.10 设 让 CT 是 同 余子 群 ,f,g€MilT), 且 至少 有 一 
个 是 尖 形 式 , 以 及 
a b 
a = | | GL; (Q). (21.14) 
c d 
那么 有 
(J ° [alis g ° 39; — (fsg), (21. 15) 
及 
(f ° Lali,g) = (f,g ° [6], , (21.16) 
其 中 
d —b 
a= |ala = | | (21. 17) 
— C a 


一 般 的 ,对 任意 的 XY,7;,7Y;,7,ET ,有 
(J ° [7,a7, e, g >= (J ° Laj, g? = (f, £ ° [a |]:» 
= (f, g ° [Y; ay Je. (21. 18) 
证 设 让 = 人 (a Ta), 久 "是 的 基本 区 域 .显然 有 了 。 Leh 
g ° [e], € MT ,它们 的 内 积 


(J s [e], g ° Laji) = Trl 
作 变 换 ww 二 a(z) ,利用 性 质 21. 1 E 21. 2 得 到 
(f o [alg ° [a] = T | few) g Goyo 


注意 到 r” =ar" a =a a 1 Cr, 及 YY 的 基本 zE aF” CON 
什么 ) ,所 以 由 性 质 21.5 及 上 式 得 


(f o Calg ° aJo = CEC, O. 


由 性 质 21.1 知 aT = aT”), AERA 21. 6, 从 上 式 就 推 得 式 


f ° [e J), (z) g ° [<= J), (z ) y° sd 
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(21.15). 
在 式 (21.15) 中 ,以 g。[a 1], RE g ATNA 代替 下， 
就 得 到 
(f° [ali,g) = (f,g ° [a J]. (21. 19) 
由 此 及 g ° [a 1), = zg ° Lah 就 推出 式 (21. 16). s (21. 18) BJ uE BH E 
给 该 者 . 


H 题 


1. i h 是 正 整 数 ,2h|N , N24. 再 设 
— hl 
I” = (a, a € r, 存 在 整数 ;使得 4 二 | > | Gmod N) ). 


证 明 : ce 是 工 的 非 正 则 尖 点 . 

2. 设 p 是 素数 . 求 同 余子 群 G) ToCp); Gi) To(p?) 的 尖 点 ,及 它 
(i169 1E BE. 

3. 12 k EELK, 

flz+1)=f(z) 及 (一 1/4z) 一 (一 4z2)4FCz). 

证 明 : ff。 [7]; E= f, YETLTo(C4)， 

4. G) 证 明 : 22C4z)7 Oz) E M, (T, (4)) ,并 求 其 在 尖 点 处 的 
值 ; 

Gi) ix a 为 整数 .证 明 : 


EST S lz) = (az + 1YE, (z) 一 Sa (oz + 1); 


Gii) 证明; F (z) = — F (E; (2) — 3E, (2z) + 2E, (4z)) 属于 


MT) ,并 求 其 在 尖 点 处 的 值 ( 人 参看 第 二 章 问 题 7); 
Gv) 证 明 ; 巨人 (z) 一 六 (4z)7 (2z), 太 


a {i (1 _ q” (A 十 q”) — > 0 (nn.) 09”, q = e2mz ; 
并 一 工 


zl n>0 
N—1 
(v) 设 正 整数 N 222. 证 明 : E,(z)— A DE (z + jN) F 
M,CTy (N). 由 此 给 出 FG) € M2(To(4)) 的 另 一 证 明 . 
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5. G) 证 明 : F(z)( 定 义 见 上 题 ) 和 入 (z) 是 线性 独立 的 ; 

(H) 证 明 : 2202z)m E (z)m E Cz) E M: TC) ARER A At 
的 值 ; 

Gi) 证明 : 0,(z)=m° (2z) 2(z)7 (Az); 

(iv) 证 明 . 0,Ç(z)== e 2°2422(;4-1/2)7 1(2zx). 


6. G) & N=7,23,Ë—24/(N + 1), Ü K x(n) 一 | 元 | 一 


Jacobi F. 证明; S, Co (CN),X) 中 的 任意 一 个 非 零 元 素 必 是 
(7(z)7CNz))* 的 常数 倍 ; 

Gi) WE: (Gy(z)y(7z))?ES,(T,(7) ,X). 

7. G) 利用 定理 16.2 RH 负 (z) 及 三 (z) (定义 见 第 4 题 ) 的 所 
有 零点 ; 

Gi) 证 明 ; by(z) ,FCz) 是 M,(To(4)) 的 一 组 基 ; 

Gii) 设 EERE. 证明, fe M,(T. (4) 8[ 2 FA 0, BB 
&/2 次 齐 次 多 项 式 ; | 

Gv) 证 明 : Se(To(4)) 的 维 数 等 于 1, 由 FF 一 1604F? 生成 ， 

(v) 证 明 : 7*(2z)ESelTol4)), 但 不 属于 SeCTol2)), 且 有 

72 (2z) = @F 一 166F2; | 

(vi) 设 偶 数 4 之 6. 证 明 : 任 意 的 fe Si(To(4)) 必 可 表 为 FO 和 9 
的 &/2 次 齐 次 多 项 式 , 且 它 一 定 被 OGF 1660F 整除 . 

8. G) 利用 第 7 题 结论 (i), 求 矩 阵 B 满足 

É ° vorl B|]; 
F ° (Wa F | 

(ii 证 明 M3 (oC). X) M; (D, O ( 见 第 五 章 第 7 题 ) 的 
维 数 均 为 1, 其 中 为 模 4 的 主 特征 ， 

Gii) RK M;《T',《4)) 的 一 组 基 , 它 们 是 B 的 特征 形式 . 

9. G) 2 JEM T(N), X) gE MTN), X). 证明. 

fg € Mrr ToN) XX2); 
GD 设 X% 是 模 4 的 非 主 特征 , 即 
ym) = (— 1), 2in. 

证 明 : MGTe4),X) 中 的 任 一 元 素 必 为 0; 的 常数 倍 ; 
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Gii) y 的 定义 同 (ii), 求 SG =S) RER; 
Gv) 设 (zz) 一 形 (z)18(2z)y,gr(z) 一 (2z). 证 明 : f 和 gg 是 
Ss(T1(4)) 的 一 组 基 . | 
10. G) É N=2,3,5,11,& 一 24/(CN 十 1). 证 明 : Si,(ToCN)) 的 
维 数 为 1, 由 (A(z)ACNz))Vw+D 一 (7(z)7CNz) 六 生成 ; 
Gi) i N=2,3,4,6,12,k=12/N. WEBA: SeGTCN)) 的 维 数 为 
1, 由 (A(Cz)) 人 一 (7(Cz))2 生 成 . 
以 下 是 一 组 关于 Dedekind 和 sh,m) (定义 见 式 (15.75)) 的 习 
题 ,目的 是 为 了 证 明 式 (20. 25) 右 边 的 LT 是 偶数 . 
11. 证 明 : (a) Æ 如 圭 士 hs(mod m), lÍ shim) = +s(h;,m); 
(b) Æ hh'= + 1(modm),llii| shim) =+s(h' sm); 
(c) # h’ +1=0C(mod m) , Mi) s(h,m)=0. 
12. 设 /= (3,m). 证明: (a) 6m s(h,m) 是 整数 ， 
(b) 12hm s(m,h)=0(mod im); 
(c) 12hm s(h ,m)==h°+ 1(mod im); 
(d) s,m) 一 0 的 充 要 条 件 是 h2+-1==0(mod m). 
13. 证 明 : 
12m s(h,m) == (m — 1)(m + 2) — 4h(m — 1) 
+ 4 5 |Ë“ | mod8) 


r< í2 


当 m 是 奇数 时 , 则 有 
l2m s(h,m) = m — 1 + 4 >; | z | omoa 8). 


r<m/2 


14. 在 例 20. 6Gi68J2£ 18 S F.i /= (3,c),Z' = (3,c' ) ,证 


明 ， 
(a) 12ac |s (a, a) — 22) = _ke(mod lc); 
12c 
(b) 12ac{s(d,')— FE) =— pbc (mod l'c); 


(c) 12ckT 0(mod l'c); 
(d) 12ckT=0(mod 3c); 
(e) 设 C 是 奇数 ,我 们 有 
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12ckT = k(p — 1) + k(p — 1)(a + d) = 0(mod 8), 
进而 推出 ¿T 是 偶数 ; 
(f) 设 c 是 偶数 ,c= 二 2'c1,2 1 ci, Kaz. 我 们 有 
l2cakT = kcc' (p — 1) + k(p — 1)ëc = 0(mod 2*3), 
进而 推出 ¿T 是 偶数 ; 
(g) 当 c 是 偶数 ,a<0 时, 亦 有 kT 是 偶数 ， 
(h) 在 所 有 情形 下 ,&7 一 定 是 偶数 . 
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Poincaré 级 数 是 构造 给 定 的 同 余 子 群 的 模 形 式 的 一 种 重要 方 
法 . 这 就 是 本 章 要 讨论 的 内 容 .在 8$22, 讨 论 了 同 余 子 群 的 Poincare 
级 数 的 概念 ( 非 尖 形 式 的 Poincare 级 数 称 为 Eisenstein 级 数 ) 及 其 基 
本 性 质 , 以 ToCN) ,TICN),TCN) 为 例 具 体 给 出 了 它们 的 Poincaré 级 
数 . 特别 是 证 明了 Poincaré 级 数 的 完备 性 定理 , 即 给 定 的 同 余子 群 
的 模 形式 一 定 是 它 的 Poincaré 级 数 的 有 限 线性 组 合 . 在 》23 和 $ 24 
Amite T ARF TCN), iN), T(N) Eisenstein 级 数 和 
Poincaré 级 数 的 性 质 及 其 Fourier 展开 . 虽然 在 理论 上 Poincaré 级 
数 有 这 样 好 的 性 质 , 但 实际 上 对 它 了 解 极 少 ， 
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本 节 将 介绍 构造 同 余 子 群 的 模 形 式 的 一 种 重要 方法 , 即 所 请 
Poincare 级 数 , 并 讨论 它 的 基本 性 质 . 
设 GT ERRARTE TRA ice 的 宽度 为 f, 再 设 v,m 是 整 
£V ,天 0， 
er (z) = em, el(z) = e,(z), ellz) 一 en(z)，(22.1) 
ex(z) 简 记 为 en- 和 容易 验证 ( 留 给 读者 ,参看 式 (]2. 20)— (12. 222): 
情形 A。” 当 ico 是 己 的 正则 尖 点 时 , 取 任意 整数 A, 及 ,之 0, 我 们 
有 
er € Mairo); (22. 2) 
情形 B °` iof I'8JdEiE MJ: AI, REREN k.,2|k, K 
"之 0, 我 们 有 
er € MT); (22. 2') 
WJ C 当 ice 是 也 的 非 正 则 尖 点 时 , 取 任 意 整 数 有 ,2 kE, K 


194 第 七 章 Poincaré 级 数 


vy 之 1 ,2 | 我们 有 


ey € Seo). (22. 2”) 
在 本 节 中 我 们 约定 总 取 
f, 在 情形 A 和 B， 
” ”12f， 在 情形 C. (22. 3) 
由 以 上 讨论 知 , 对 任意 的 oET Kacer AA 
es ° [ao] = es ° [o], | (22. 4) 


即 当 y 属于 同一 个 右 陪 集 To 时 ,es。[7j4 是 不 变 的 . 因此 ,我 们 可 
以 合理 地 引进 
定义 22.1 WC ERATE, k.v Mg 的 取 值 满足 情形 A, 
B,C 和 式 (22. 3) 的 约定 ,定义 级 数 
PT ,k) (2) = Pz; k) = 2; e ° [ohe (22.5) 
rET NT 
这 里 的 求 和 号 表示 对 了 关于 其 子 群 P- 的 任 一 取 定 的 右 陪 集 分 解 代 
RATARA. 这 种 级 数 称 为 同 余子 群 也 在 尖 点 icc 处 的 权 为 上 、 
特征 为 v 的 Poincare 级 数 ; 当 * 一 0 时 ,也 称 为 同 余子 群 ERA ico 
处 的 权 为 有 的 标准 Eisenstein 级 数 . 
下 面 来 证 明 收 敛 性 定理 . 
定理 22.1 RT' GOT 是 同 余子 群 .那么 , 当 & 之 3 时 ， 
Gi) Poincaré 级 数 P,(T' ,b) (z) E: H N BJ 8 AT 8 3. 
Cii) P(T, k) € M, T"), (22. 6) 
K 
P(T" ,k) Go) = 1; 
PaT, kR = 0, RAES ico Ær 不 等 价 的 . 
(HI) © PA ,k) € ST), vl; (22. 8) 
Gv) 8 K ÆA 15.19 PRH REWER, I K E| T #t 
"满足 条 件 、 


a b a — b 
= | jer= =-=] er. (22. 9) 
C 


d 
那么 ,我 们 有 


(22.7) 
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KP,(T' ,k) = P,(T”,k), v >= 0, (22.10) 
Bp 
P," ,k)(— z) = P," ,#&)(z*), 7 之 0. (22.11) 
因此 ,Poincare 2 £ 220) ERE ice 处 的 Fourier 展 式 的 系数 为 实 
数 . 
证 首先 要 确定 如 何 选 取 右 陪 集 代表 系 . 设 


ee her 
G = 9 G, = . 
c d ! c d, 


容易 验证 : (a) 当 一 TET' 或 ico 是 请 的 非 正则 人 尖 点 时 ,olET。o 的 充 
要 条 件 是 
c=c, d,=d, X c =—c, d,=— d; 
(b) 4—I&rT H io r HEMRA, o Ero 的 充 要 条 件 
是 
c = c, d=d. 


因此 ,在 情形 (a),T-NT' 的 右 陪 集 代表 系 可 取 为 
a b 
= |° l je r: ed = e> Rm e= ond =h; 


(22.12) 
在 情形 (b) 可 取 为 
=- | T; (c,d) = L), (22. 13) 
c d 
其 中 的 ac, EM cd 取 定 后 任意 选 定 . 现在 来 证 (i). 容易 看 出 ,对 任 
意 取 定 的 实数 rır: y > 0,34 z 属于 长 条 
r X Rez < z, Imz Z yo (22. 14) 
F XH RZ S EBR 3 m ,n A 
[mz + n| Z min(1, yo) = r(yo) > 0. 
利用 证 明 引 理 2.8 的 方法 ( 取 w= 二 =z,wz 二 1), 由 以 上 讨论 可 推出 ; 当 


z 属于 由 式 (22. 14) 给 出 的 长 条 时 有 
S“ xv d aS” l 
IP, T ,#) Cz) | < 过 > mz + nF SECO 2u pa 


EE, 4 2223 时 ,P,P ,k)(z) 在 长 条 (22.14) 上 绝对 一 致 收敛 . 这 就 
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证 明了 (i). 下 面 来 证 (i). 由 于 对 任意 的 aE rT,{o} 和 {oa) 同 时 是 
r N” 的 右 陪 集 代表 系 , 所 以 当 k3 时 有 

P," ,k) ° [ah = PR ,k), a € r. 
我 们 还 要 讨论 尖 点 处 的 性 质 . 当 c 关 0 it, Xt kE, v # 


e2mxe(z)/9 


e, ° [c J, z) = Ci ia 
注意 到 在 由 式 (22. 12) 或 (22. 13) 给 出 的 右 陪 集 代表 系 中 ,能 取 到 
< 一 0 的 代表 元 只 有 一 个 , 且 可 取 定 为 I. 因此 ,当主 3 时 ,就 推出 (为 
什么 ) 


0, Imz =+ œ. (22.15) 


l, v» = 0, 这 仅 在 情形 A M BHR, 
0, yi. 
#T'6 8 ç ffl ico A, MS ye r,yGoo)= t, HIER 
a€ T' 有 alicoo) 关 6. 由 定义 知 , 当 宇 3,v 宇 0 时 有 
PA” ,k) G) = P, k) ° [Y J, Goo) 
= > e ° [o7Yj]J, (z), Imz =+ œ. 


cET NI" 
注意 到 对 任意 的 o€ET', 必 有 o7 关 土 7*( 为 什么 ). 因此 ,上 式 右 边 的 
和 式 当 Imz 一 十 co 时 极限 为 零 ( 为 什么 ), 即 
P, ,k) G = 0, £ 3, > 0. 
综合 以 上 讨论 就 证 明了 Gi) ,并 也 同时 推出 (ii). 最 后 来 证 明 (iv). 注 
意 到 式 (22. 12),(22,13) ,由 定义 知 


P, ,k) Goo) = e (iœ) = 


2mv( —a(zx))/q 


a(— z) + C— ó) 
(—c)X— z) + d 


a a Ls, 1 
必 同 为 下 -NT 的 右 陪 集 代 表 系 . 这 样 , 由 以 上 三 式 就 得 到 


P,” sk) (z) = P,(T" , k )(— z). 
这 就 证 明了 (iv) 的 最 后 一 个 结论 (为 什么 ). 证 毕 . 


— G(Z) = 
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对 同 余子 群 ,由 式 (22. 5) 所 定义 的 模 形 式 一 一 Poincaré 级 
数 , 当 y 二 0 时 ( 即 Eisenstein 级 数 ), 具 有 由 式 (22.7) 给 出 的 很 好 的 
HEE: 在 尖 点 ico 处 取 值 1, 而 在 任 一 与 oo 是 T 不 等 价 的 尖 点 处 取 
值 0. 那么 ,对 任 一 指定 的 与 co 是 不 等 价 的 尖 点 8, 能 否 也 定义 具 
有 这 样 的 性 质 的 模 形式 呢 ? 下 面 就 来 讨论 这 一 问题 . 

设 “ 是 一 个 尖 点 ,也 是 同 余 子 群 ,以 及 


elio) = £, au ET (22.16) 
B 
= Psa Ta. (22. 17) 
容易 验证 ( 留 给 读者 ): 
ro = a Iya, (22. 18) 


“是 工 的 正则 尖 点 的 充 要 条 件 是 ice 是 工 的 正则 尖 点 ，(22. 19) 
以 及 
(o) ET RFT, 的 右 陪 集 分 解 代 表 系 的 充 要 条 件 是 
(aloa) 是 T” 关于 了。 的 右 陪 集 分 解 代 表 系 . (22.20) 
定义 22.2 设 上 是 一 个 尖 点 , 忆 是 同 余 子 群 ,wEmR 满足 式 
(22.16), 以 及 "H X (22. 17) 给 出 .再 设 PO" ORRAT TE 
尖 点 :52 处 的 权 为 特征 为 vy 的 Poincaré 级 数 .那么 ,我 们 称 
PO E) = PE T k;a) = P,(T”,#) ° [a], 
是 同 余 子 群 P 在 尖 点 上 处 的 权 为 上 特征 为 ,的 Poincare 级 数 ; 当 v= 
0 时 ,也 称 为 是 同 余子 群 "在 尖 点 ? 处 的 权 为 大 的 标准 Eisenstein 
级 数 . x 
由 定理 22. 1, (22. 19 和 (22. 20) ,立即 推出 x 
P," bœ = >, e° [oj = >; e ° [aoa], 


Er V” a Er N 

(22. 21) 

PET ,k) = PET ,ia) = X) e o [alo], (22. 22) 
€T N 


以 及 下 面 的 定理 (证 明 留 给 读者 ) 
定理 22.2 设 开 SET 是 同 余 子 群 是 一 个 尖 点 . 则 当 有 之 3 时 ， 
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G) Poincaré 级 数 PT',k)(z) 是 日 内 的 解析 函数 ，; 
Gi). PPT ,k) € MQ"), (22. 23) 
及 
PŒ, k=l, 
PET RO =0, 失 点 与 5 是 六 不 等 价 的 ， 
GHD PC ,k) € ST), vÈ. (22. 25) 
关于 定义 22. 2 和 定理 22. 2 需要 说 明 以 下 几 点 (具体 证 明 留 给 
读者 ): 
(a) P", OR P T ,kk) 的 定义 是 和 a 的 选取 有 关 . 事实 土 可 
LK La (4 为 任意 整数 ) 来 代替 a, 都 满足 要 求 . 容易 验证 
P(C aT: I" (+t aT),k) = e (~ h)P aT a,k) ° [T*J,, 
(22. 26) 


(22. 24) 


这 与 六 有 关 而 和 士 号 的 选取 无 关 ,以 及 
PP T ,k; + af?) = (+ 1)e’(— hPL T ia)， 
(22. 27) 
这 与 hh 和 土 号 的 选取 都 有 关 . 特别 的 , 当 = 0 时 ， 
PË k; + aT) = (+ 1PPE T ,k;a). (22.28) 

(b) H S 15 的 讨论 ( 式 (15. 15) 一 《15.17)) 及 性 质 15.13 知 , 仅 
k e ETERA 2 1 宇 3( 这 时 一 TKT) 时 ,PT ,有 在 与 5 
是 工 等 价 的 尖 点 上 上 的 取 值 , 随 着 使 得 BGco)= 成立 的 B 的 不 同 
选取 ,可 等 于 十 1 或 一 1. 但 我 们 约定 : 对 上 =5 ,总 取 ph 二 a,alioo)= 
5 , 故 必 有 

POCO ,RC = PE ,k) ° [a] CG) = 已 (T,A)Cice) = 1, 
(22. 29) 
即 式 (22. 24) 的 第 一 式 一 定 成 立 ， 

由 定理 22. 2 立即 推出 下 面 的 定理 , 它 刻画 了 同 余子 群 的 模 形式 
空间 的 结构 ,给 出 了 模 形式 空间 与 尖 形 式 空 间 的 维 数 之 间 的 关系 , 表 
明 辣 余子 群 的 模 形式 空间 可 归结 为 讨论 标准 Eisenstein 级 数 IRE 
式 空 间 (证 明 留 给 读者 ). 

定理 22.3 HIST 是 同 余子 群 ,8())(1 志 Ij 三 86wLT)) 是 TT 的 
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全 部 两 两 不 等 价 的 尖 点 ,前 ELT =u RENH, j ELS 
个 是 非 正 则 的 ;再 设 f€ M,(T")G 23). 那么 
G) 4 2|£ 时， 


uty 
f — SS EGPE” T ,k) € ST), (22. 30) 
j=1 
Gi) 当 2 J Bf, 


f — > S EGDPEP DT ,k) € ST), (22. 32) 
j=l 


dimM,(T') = dimS,(T') + @t rT’). (22. 33) 
下 面 来 讨论 Poincare 级 数 的 完备 性 . 先 来 求 尖 形 式 与 Poincaré 
级 数 的 Petersson 内 积 ， 


定理 22.4 设 rFPCr 是 同 余子 群 ,的 尖 点 ice 的 宽度 为 f,g 
由 式 (22. 3) 给 出 ,以 及 4k 宇 3. 再 设 g € M, (T'), g Gco) = 0 及 其 
Fourier 展 式 为 


g(z) = >,a; (z). (22. 34) 
n=] 
那么 
T.: TvT—-1 k—ifh — 
(pg,PAT AY) = ” I” J 1f(g/4w)5 i(k — 2) la, v 21, 
O, v = 0. 
(22. 35) 
特别 的 有 
(P, k), PaT ,k)) = 0, vl. (22. 36) 


证 1. R utasa H & (22.5) (21. 1) 知 


EF > [eo s okoy E. 
sE PNP 


在 每 个 积分 中 作 相 应 的 变换 w=0lz)=u+iv, HF cEm ,利用 性 质 
21.1 K K (21. 4) ,得 到 


(g, P,(T” k) = 


(g „P, (T k)? 一 


1 Ce 


I tr > | g Go) e, e (ww dude 
ET aL 


(w)e /gt dudv (22. 37) 
= v 
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其 中 
= 人 or. (22. 38) 


由 于 (为 什么 ) 
T' = U ro, 
ser NI" 

所 以 ,多 是 T.. 的 基本 区 域 (T。 虽 不 是 同 余 子 群 ,但 也 可 以 类 似 定 义 
它 的 基本 区 域 T_\H'* ,并 有 同样 的 基本 性 质 ). 另 一 方面 ,Tw 的 基本 
区 域 显然 可 取 为 

D: 0 < Rew < f, wEH' (22. 38’) x 
(为 什么 ). 由 此 及 g(w),e’Cw) 都 是 的 权 为 的 模 形 式 , 所 以 ,由 
性 质 21.3 知 (以 下 推导 的 合理 性 请 读者 自己 验证 )， 
¿g ,P,(T7 ,k))= mref Saeima) e 2 kdy 


r= 1 


— odl < ú 2wis (n — v) /q j — rulant) /gq k—2 
= F: F 272. |e dz | ° o “do, 
(22. 39) 
利用 对 整数 mx 有 
f _ Í, m = 0; 
Ziem du = | 22. 40 
|: “ 0, mm 0, ( ) 
IME Ea P (1) 当 q= f 时， 
| O, | y = 0; 
(gP, T 到) 》 = f i —4mu/f_ k—2 
[T : rae), ° v do, v21. 


(22. 41) 

GD 34 q=2/ W, AEA 21,211, K 2 1k, Hio T'ñJ 3E E 

MRA. 这 时 ,g(z) 的 Fourier 展 式 (22. 34) 中 , 当 2|n 时 a, 二 0( 为 什 
么 ). 因此 推 得 


(gP. ,k)) = rr] ee Dy dy, v> 1, 2h. 
: 0 


(22. 42) 
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| e uq. dv = F (k — 2)1!, v> 1, k > 2. 
0 ny | 


(22. 43) 
由 此 及 前 面 两 式 就 证 明了 式 (22. 35). 在 式 (22. 35) 中 取 v=0 及 g= 
P, ,k) ,vy 之 1 , 即 得 式 (22. 36). 证 毕 . 

由 定理 22. 4 立即 推出 所 谓 的 Poincaré 级 数 的 完备 性 定理 . 

定理 22.5 设 ICT 是 同 余子 群 ,4 之 3. 那么 ,全 体 Poincaré 级 
数 P,(T',k)(v 之 1) 的 有 限 线 性 组 合生 成 S, CT”), Bl Poincaré 级 数 
PT k) 之 1) 在 线性 空间 S;(T') 中 是 完备 的 . 

证 ”由 定理 19.1 知 ,S(T ) (4 宇 3) 是 有 限 维 线性 空间 ,所 以 
PT kh) (之 1) 的 有 限 线 性 组 合生 成 SiCT) 的 一 个 子 空间 , 记 作 
S," P). 这 样 ,由 内 积 空间 理论 知 , 内 积 空 间 Si(T') 可 分 解 为 它 的 
子 空间 SAD;P) 和 TT ;P) 的 直 和 ,其 中 TT ;P) 是 S,(T" ) 中 所 
有 和 Si (IT;P) 正 交 的 元 素 组 成 的 子 空 铅 . 出 定理 22. 4 知 ， 任 一 
ZET: T; P) 必 恒 等 于 零 . 这 就 证 明了 所 要 结论 . 

定理 22.5 具有 理论 意义 ,但 至 今 对 Poincaré 级 数 的 性 质 了 解 
得 不 多 . 由 定理 22. 3,22. 4 及 定理 21.9, 立 即 推出 (证 明 留 给 读者 ) 

定理 22.6 在 定理 22. 3 的 符号 下 ,在 空间 MT ) 中 ,SeGT ) 的 
正 交 补 空间 Ni (IT) 由 标准 Eisenstein 级 数 PEP I, t) < ;< 
El) ER. 

下 面 以 ==To(N),TICN),T(N) 为 例 , 具 体 给 出 它们 的 
Poincaré 级 数 及 标准 Eisenstein 级 数 , 需 要 说 明 或 证 明之 处 都 留 给 
读者 . 容易 看 出 ,这 些 同 余子 群 都 满足 条 件 (22. 9), 所 以 它们 的 
Poincaré 级 数 ( 之 0) 的 Fourier 展 式 的 系数 均 为 实数 . 

例 22.1 讨论 T=TON) 的 情形 . 

—IEDN), g= f=51 io ENE K, Pt =T = (+T, 
JE2Z). 因 此 ,TiNoCV) 的 右 陪 集 代表 系 可 取 为 


x * 
s=] Je I, (N): N|c,(c,d) = 1,c 20; c = 0B#TF,d = 1, 
C 


(22. 44) 
其 中 矩阵 第 一 行 的 元 素 任意 取 定 . 注意 到 2; 为 偶数 ,所 以 
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(vo (Cz )) 
v 0 + k — E 
PEND, = Da p C: + D 
= >` _eGue(z))_ 
= e(yz) 十 =, =, Ccz + dy (22.45) 
当 y= 0 时 ,对 应 的 标准 Eisenstein 级 数 是 
5 >、 ll 

P. GT CON ).,28)(z) ~ 一 1 + do eS (cz + dy (22. 46) 


例 22.2 讨论 了 =TCV) 的 情形 . 

因为 TT.(2) 二 了 (2), 所 以 只 要 考虑 NN 之 3. 一 € P. (N) ,q= f = 
1 ,ico 是 正则 尖 点 ,以 及 FF-=T = (Ti, jE Z). HI, TINN ODK A 
障 集 代表 系 可 取 为 


x 
= | “le L, O(N): Nic,(c,d) = 1, d = 1 (mod N), 
C 


(22. 47) 
其 中 和 矩阵 第 一 行 的 元 素 任 意 取 定 . 所 以 , 当 N23}, 
e(vo(z)) 
P, TCN),&k)(z)= 2; Z + dy 
c€ T, NM ION) 
e(vo(zx)) 
= e(vuz) + —.Q.J 
Suz > c fv (cz + d) 
(22. 48) 


当 y=0 时 ,对 应 的 标准 Eisenstein 级 数 是 
PTN), DG) 一 1 十 Š ! 


Nico (c,d)=1,4Œ=1(N) (cz + d)" 
(22. 49) 
例 22.3 讨论 了 =TCON) 的 情形 . 
当 N2>3BF,—I1I g PFON),q= f= N i oR EWR, AR r. = 
7+ 一 (7TN,JEZ) .因此 TNNCOV) 的 右 陪 集 代 表 系 可 取 为 


o = B “| PON): N|c,(c,d) = 1, d = 1] (mod N), 
C 


(22. 50) 
其 中 和 抢 阵 第 一 行 的 元 素 任 意 取 和 定 . 所 以 , 当 N3 时 ， 
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P,(T(N),k)(z)= ` e(vo(z)/N) 


4 (cz + d)* 
oETANNFCON) 
e(vo(z)/N) 
= e(yz/N) + — 
e C2/ 2) DPC (cz + ad) 
(22.51) 
当 = 0 时 ,对 应 的 标准 Eisenstein 级 数 是 
1 


PTN), k) = 1 + `> 


MZ ca faicewy (cz 十 d)" 
(22. 52) 
当 N—=2B,—I€T(2),q= =2,ico 是 正则 尖 点 ,以 及 T = T, 
一 ( 士 T2 ,JEZ) .因此 ,TsNR(C2) 的 右 陪 集 代 表 系 可 取 为 


X- * 
s=] le (2):; 2|c 守 0,(c,d)=1, 及 c= 二 0 时 ,d = 1, 
C 


d 
(22.53) 
其 中 和 矩阵 第 一 行 的 元 素 任 意 取 定 . 注意 到 & 为 偶数 ,所 以 
P,CT(C2) 2 e(vo(z)/2) 
( (2) 2 ) (x) So (cz + d)” 
(vo (z)/2) 
= e(uz/2) + —— 22. 54 
CS7 = cD, (cz + d) f ; ) 
当 y=0 时 ,对 应 的 标准 Eisenstein 级 数 是 
l 
P (T , 2k = — TN. . 
 (T'(2) ,2k) (z) 1 十 之/ 2u gza (22.55) 


最 后 ,应 该 指出 ,PCV) 和 了 下 CN) 的 标准 Eisenstein 级 数 是 相同 
的 ,以 及 
PolLo(2),2k) = P (T, (2),2k) = P,(T'(2),2Ë). (22.56) 
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本 节 将 讨论 同 余子 群 TCN),TICN) 及 TCN) 的 Eisenstein 级 
数 ,主要 是 讨论 TCN) 的 Eisenstein 级 数 . 4 N=1 BF,T'1)=T, (1) 
=P) 二 TT, 它 在 尖 点 ice 处 的 权 为 2k 的 标准 Eisenstein 级 数 
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1 
P, (下 ， — _ 1 
 (T',28)(z=) = 1 + 2; 2 a a 


= Epx(z2), k22. 
(23. 1) 
这 就 是 在 $ 5 中 讨论 完全 横 群 上 的 标准 2k Br Eisenstein 级 数 ( 见 
式 (5.45) 和 (5. 472). HTA $ 5 的 符号 保持 一 致 ,以 后 我 们 记 同 余 
子 群 了 在 尖 点 ioo 处 的 权 为 的 标准 Eisenstein 级 数 为 
ET) Cz) = Elz; I") = P,G(z;I" k) = Po ,k)(z), k 2 3. 
(23. 2) 
以 及 同 余子 群 在 任 一 尖 点 处 的 权 为 上 的 标准 Eisenstein 级 数 记 
为 x 
EV (Tle) = EP Cz; I) = PË (z; T ,k) 
= PË T ,k)(z), £ > 3. (23. 3) 
这 样 ,由 式 (22. 35), (22. 38') X (22. 41) 知 , 同 余子 群 FeCV) 以 及 
PON) #I T. (N EZE 8 ice 处 的 标准 Eisenstein 级 数 是 : 5 六 之 1， 
k22 时 ， 
Ealo CND Ge) = E, (z lo CN)) 一 


* 


1 
c=0 (mod N) ,c220 (c,dy=1 (cz + d)” 
— 1! _ 
,007 >o e De (C2 + dy 
其 中 求 和 条 件 * 表示 c= 0 BF d=. s NZ3,k>3 时 ， 
E,(T'(N))(z)= Elz; O(N)) = Eli NC) = E,<z;Y' QN) ) 
1 


| — 
c=0CN) (Cce,d)=1,4=10(N) (cz + d) 


=] + (23. 4) 


—-. 
— 


1 


k ° 
c=0(N),c2#0 (c,d)=1,d4==1(JN) (cz + d) 


] + 


以 及 , 当 N=1,2 时 ,有 
E,;,(z ;'(N)) = E,x(z;I N (QN)) = Ex(z;lo(N)), Ë 2 2. 
(23. 6) 
我 们 先 来 讨论 ICN) 及 TTI(N) 的 Eisenstein 级 数 . 由 于 TON) 是 
r 的 正规 子 群 ,所 以 , 同 余子 群 了 CN) 在 任 一 尖 点 处 的 权 为 & 的 标 
准 Eisenstein 级 数 , 由 定义 22. 2 知 


(23.5) 
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E (T'ON)) = E,(T'(N2) [a], (23.7) 
这 里 
alico) = £, aE€El. (23. 8) 
设 
£ =s/(— r), ((s,r) = 1. (23. 9) 
由 式 (23. 5) 计 算得 ( 留 给 读者 ) 
Er POV G) = 2 Ce,dy=1,d==s(N) Ce ta N > 3, 
x (23. 10;) 
当 N =2 BJ, H zü (23. 4) (23. 6) 计 算得 ( 留 给 读者 ) 
En (TQ) G) x 2.2 CD (CZ + d)™*? 
(23. 10,) 


以 及 N=1 时 就 是 式 (5. 47). 应 该 注意 的 是 , 当 求 E TN) 
在 尖 点 “一 5/( 一 >) 处 的 值 时 , 仍 取 上 面 所 取 定 的 we, 以 及 当 N=1,2 
RF, ZR 1/2. 
当 N 之 3 BF ,T i CN) 虽 不 是 了 的 正规 子 群 ,但 它 是 FoCV) 的 正规 
子 群 .所 以 , 当 尖 点 满足 x 
aeGoo) =“, a€ TN) (23. 11) 
时 , 即 满足 
£—s/(— r), r= O0(modN), (sr) 一 1 (23.12) 
时 ,TICN) CN 之 3) 在 这 样 的 尖 点 处 的 权 为 上 的 标准 Eisenstein 级 
数 和 TCN) 的 相同 ( 见 定义 22. 2) , 即 当 条 件 (23. 12) 满 足 时 ,有 
EO (T(N) C) = ETICN)) ° [a” 1], (z) 
= E,(T'(N)) ° [a] e) 
= EVID OND), N> 3. (23. 13) 
当 尖 点 不 满足 这 样 的 条 件 时 ,Ti CN) 在 该 尖 点 处 的 Eisenstein 级 数 
较 复 杂 , 这 里 就 不 讨论 了 . 
由 以 上 讨论 ( 见 式 (23. 10) 和 (23. 10:)) 启 发 , 当 和 N 宇 1 时 ,对 满 
足 条 件 
(u,v, N) = 1 (23.14) 
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E,(z;u ,ə N) = Et” (T'ON)) (z) 


1 
一 > | ， Ë > 3. (23. 15) 
c= (N) (c,d)=1,d=vo(N) (cz d)* _ 


PRE N E AX 2 k É) N 级 标准 广 闵 Eisenstein 级 数 ,这 里 的 上 标 
(u,v) 表 示 行 回 量 , 它 包含 了 以 上 讨论 的 Eisenstein 级 数 . 特别 的 , 当 
N 之 3 时 ， 
Elz; ND = Elk; r ON) ) 
= F,;,Xz;0,1,N) € Mi(I i(N)), (23.161) 
K N=2 时 ， 
FE; (z; (2))= Ezr(z;l (2)) 
= (1/2)E;,(z2;0,1,2) € M,(T',(2)), 
(23. 16;) 
N=1 FREAG. 47). 要 注意 的 是 : 5 N= 1,2 BF, W 38) 1/2. 此 
时 ,在 $5 中 我 们 是 先 引 入 完全 模 群 了 Pn 2k BT Eisenstein 级 数 


Ga (z) = S; 5 == z € H, 


£ = — O d= — o 


其 中 求 和 条 件 ' 表 示 c 和 d 不 同时 为 零 ,然后 导出 完全 模 群 了 上 的 标 

准 2k 阶 Eisenstein 级 数 E, (z) = Ex (Cz; r). 反 过 来 ,相应 这 里 的 

E (ND) = E,G(z;Ë i ND, 34 N> 时 ,可 引进 (参看 式 (23. 5)) 
GiT CND) = Gile N) = GT (N))(z*) = G,Gz;' (N) ) 


= >, 5 一 一 一 一， k 之 3， (23. 17) 


S dh Cez + d)y' 
Gilz;T(N)) 二 Gi(z; 了 1(N)) 就 称 为 是 同 余子 群 TCN) T (N) ES 
点 1 吕 处 的 有 阶 Eisenstein 级 数 . 相应 于 Ei(z ;TOCN)), 可 引进 (参看 
式 (23. 4)) 
Go (ToCN)) (z) = Gaz ToN) 
5 SY 1 _ 
Sn (cz + d)” 
= Ga (Nz), k22, (23. 18) 
其 中 求 和 条 件 ' 表 示 c 和 4 不 同时 为 零 . 我 们 称 它 是 同 余子 群 ToCN) 
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ERA iogh hy 2¿ 阶 Eisenstein 级 数 . 一般 的 ,相应 这 里 的 
Fi(lz;U u N) XTERRA usv, u S| À 
G, (z;u u N) = GEP (Tu CN)) (z) 


i 1 
= 一 Kk> 3, (23. 19) 
cS Sch, 《cx + d) 


XEKE CU v RRITE, RMR RR c 和 4 PARAE. 我 
们 把 Gi Cz;usv, DRINA k W N 58 JU Eisenstein 级 数 . W L, 
有 以 下 的 简单 性 质 成 立 : 

定理 23.1 设 N 之 1. G) 若 


(uis V) == (Uy sy;) (mod N), (23. 20) 
BD wi == z, (mod N) , v = V, (mod N) $ (23. 20) 
则 EF. (2;u sv WN) -一 Ei(z 2V2, N), 


G,(Z;u) N) = G,(z;us, 0; N). 
(H) Glz;usv, N) = T *tG,(z;u/lI uo /I N/lD), (usv, N) =L, 
G,(z2;0,0,N) = NG, (C), 
Glz; — u, — v, N) = (— 1°*G,Gz;u u, N), 
Glz; — u, — uN) = 0, 2u = 2v = 0(mod N), 2lË. 
Gi) GP? TON)) ° [7], = GE TND, YET, 
E” (T(N)) ° [Y] = ETAN), 7 € r. 
(iv) G,(T'(N)),G,(T',(N)) € MTN )), 
G), (T CN) € M, (T, ON)), 
G,Yz;u,u N), E,G%#;u,ə , N) € M, ,(T'ON)), 
G, i(z2;0,o,N), E,(z2;0,z,N) € Mi (N)). 
证 我 们 来 证 (ii) ,其 他 留 给 读者 . 容易 验证 : 对 YE SL,(R)# 
(cz + d> “o [7], = (z + d!) š, 
其 中 
(c',d') = (c,d)Y. 
这 样 , 当 YET 时 ， 
(c,d) = (u,v) (mod N)€ (c! ,d') = (u ,o)Y(mod N). 
(23. 21) 
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由 此 及 式 (23.15) 和 (23. 19) ,就 推出 所 要 结论 . 
由 定理 23. 1Gii) 及 性 质 15.14 立即 推出 (证 明 留 给 读者 ): 
定理 23.2 设 N 之 1. 我 们 有 


N 
2; Er"™ (T(N)) ° [ea] 


(a Ny = 1 
N 


"àF ELO (TND) € MTN), (23. 22) 


Ca Ny = 
N 


I! EOT) ° [ela] 


a=1 
(a,N)=1 


N 
EC? TCN)) € Mim (Ts(N2), (23. 23) 
(am 


以 及 
N 
>, CEP (PON) ° [p(a) 
(a Ny=1 
N 
= >; GP? TN)) € MiTo(N)), (23.24) 
' (a= 
[| GPP TND) ° [pla) 
(a, N=: 
N 
= || G° TN)) € Mem (TN), (23. 25) 
a=1 
(a,N)=1 


这 里 的 pla) 间 定理 11. 3(ii). 
GZU, U, NA EC z;u NC AEA | 


Gilz;u, v, N) = - š | > I En 
(a, "N= 1 aS LN) 


(23. 26) 


N 已 局 
E,(z;u AN) = ` | > PDI) Gzsau,av, N). 
(a N j= 1 alei CN ) 


(23. 27) 
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证 ”由 式 (23. 18) 可 得 
G, ,(z;u,u, N)= > l 


Ë 
i=} c=u(N) d=u(N) (cz 十 d) 
(¿, N)=1 (c , d) = 


N Ce 1 


_ 一 _— BfÉA 
E 2 | 名 > 2 (cz + d>" 


由 此 及 式 (23. 15) 就 推出 第 一 式 . 类 似 的 ， 由 式 (23. 15) 出 发 可 得 第 二 
A. 
Eak (T. O(N)),G; CNDA Ex (z,0, AN ) ,Gx(z,0,ə, N) Z B] 


有 如 下 关系 . 
定理 23.4 4 N23 HJ, RNA, 
E, (z, ro (N)) = 1 > E, (z,0,0,N) 
em 
> Ej, (z,0,2, N), (23. 28) 
EN 
(u, Wa 
Gu (z T, (N)) = S1Ga(z,0,9, N). (23. 29) 


< 


这 由 它们 的 定义 (网 式 (23. 4), (23. 15), (23. 18) (23.19) Ë 
接 导 出 . G, Ë TCN DA Exa DND [BJ S MFR. 
定理 23.5 我 们 有 
(2£(2Ë)) 1N2G,, (ToCN)) 


= > No” || (1 — p 2)E; (T; (N/r)), (23. 30) 


r| N p| N/r 


25(28)N2 || (1 — p *)Ez ToCN)) 


p| N 


= >G) (N/r)2G,(T,(N/r)). (23. 31) 
r| N 
证 由 式 (23.18) 和 (23. 4) 可 得 
Coxk(ziLoCND)) 一 > l 


i=] Pa PA (cz + d)” 


A 1 
— l 2k — — 
2 > P2 (cz + d)” 
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= 2X L 2E,(z,P.QN/O(N,D)) 
i=l 


= 2> r E, To (N/r)) > 17, 
riN £=1 
G(,N/r)=1 


由 此 及 
> %*=t@b ] 0 ep”), 
{=1 


pim 
(¿,m)=1 


就 推出 第 一 式 . 类 似 可 得 第 二 式 ( 留 给 读者 ). 或 记 
fm) = m* || Q — pp *) Ez ,ToCm)), 


pin 
则 第 一 式 可 表 为 
F(N) = Q@£@k))1N2G,(T,(N)) = > /GVv/r). 


IN 
由 此 利用 Mobius 变换 即 得 第 二 式 ， 

现在 来 讨论 这 些 Eisenstein 级 数 的 Fourier RA. 一般 地 ,这 只 
要 在 它们 相应 的 表达 式 中 利用 基本 的 Fourier RA G. 33) 就 可 得 
到 . 先 来 证 明 

定理 23.6 我 们 有 


GuzsToCN)) = 26C2k) + 2a(2k) > on-1(n)elnNez), 


n=l 


(23. 32) 
Ex lz DND) =1 + a2) teb TT a — p>) 
plN 


x DOl > GN pCN/d)an1ld))elne), 


n=] Id=w,d |N 
(23. 33) 

其 中 alk) HAC. 36) 给 出 ， 

证 ”由 式 (23.18) 及 式 (5. 29) 就 推出 第 一 式 . 进而 ,由 此 及 定理 
23. 5 的 第 二 式 就 推出 Eulz rN DKY Fourier RA. 

下 面 来 讨论 G, lesusv, N) M E, (z; u, u, DERA ice 处 的 
Fourier RA. 显然 不 妨 假 定 0=< u — N. 

定理 23.7 设 
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N 21, £ 3, (u,vu,N) = 1. (23. 34) 
G) 当 0<u <N RF(N=1 时 不 存在 )， 


Gilz;u,v, N) =a (k) N> > (aid N,N) 


n=] . 


十 《一 Doi; — u, — u, N,N)}en(nz), 
(23. 35) 
其 中 a(&) 由 式 (5.36) 给 出 ， 
CN; TS, Nq) = ` le, (si). (23. 36) 


tjn 
a/i=r( N) 


Gi) 34 u=0 时 ， 
Gi (z300, N) = X, d> + alk) NS {ori (n00, N,N) 


d==o(N) n=1 
+ (— Do, (n;0, — v, N ,N))ex(mz), 
(23. 37) 
求 和 条 件 ‘表示 4 不 为 零 . 


证 ” 先 讨论 情形 GG). 这 时 由 式 (23. 19) 得 


Gilzsu sv N) = N l 


对 内 层 和 和 式 利 用 Fourier 展 式 (5. 33) ,得 到 | 


CKI 


G,G%;u,o, N) = alk) N> > [ SPE les (oD ) ex (c£z) 


c=u(N) =l 
¿> 0 


十 (一 1ya(k) N= > De vl)) enCclz). 


(三 一 kV) i=l 


令 lc 一 n, 并 交换 上 式 中 的 求 和 号 , 即 得 所 要 结论 . 情形 (ii 与 情形 Ci 
的 差别 仅 在 于 要 多 一 项 c=0, 这 就 是 
d, 
由 此 及 (i) 就 证 明了 (ii). 容易 看 出 , 当 N 不 能 整除 ”时 ， 
g,(n;0,s, N,N) = 0. 
E: lz;usv, ND ÆRA ico 处 的 Fourier 展 式 可 由 定理 23.3 及 
Gi lz;usv MERMA icoe 处 的 Fourier 展 式 推出 ,进而 由 式 (23. 16; ) 
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就 可 得 到 Ele; T ND = E, z; LND ER A ice 处 的 Fourier J 
式 . 当然 也 可 以 利用 式 (5. 33) 直 接 推导 . 这 些 都 留 给 读者 . 

定理 23.8 在 条 件 (23. 34) 下 ,(i) RA ico E G, (z; 0,u, N) 
的 零点 ; (ii) 当 0<u < N 时 ,除了 G; (z;2,1,4) Ga(z;2, 一 1 ,4) 
外 , 尖 点 ice 是 Gilz;wuyvN)E MTON)) 的 零点 , 阶 为 

min(wu,N — u). 

iE AREG). 当 N=1,2 时 显然 成 立 ( 为 什么 ). 4 N 之 3 时 ， 

注意 到 (Cv,N) 一 1, 不 妨 设 0<o< N. 显然 有 
> d *>0, 2|k; 


d=v(N) 
以 及 当 2 | 时 ， 
2 4 ' = 21 十 7TN) — (N — ç + N>) Zo S vy 
由 此 及 式 (23. 37) 就 证 明了 (i). 下面 来 证 Gi). 由 式 (23. 35) 知 ,就 是 
要 求 出 这 展 式 中 出 现 非 零 系 数 的 最 小 的 n, 设 为 no. 由 条 件 及 式 
(23. 36) 知 , 必 满足 
ny, = ulmod N), Pk x = N — u(mod N). 

不 难 验 证 ( 留 给 读者 ): 当 x< N —u BF,n =u; u> N —u 时 ,no 一 
N—u; 4 u=N —u Bh, ERAR (23. 35) 中 第 x = N /2 项 的 系数 是 

| alk) N {eN 十 (一 1) eT), 
它 等 于 零 当 且 仅 当 

emo N — 《一 Buana 

由 条 件 (23. 34) 知 (为 什么 ) ,这 当 且 仅 当 2] K N=4,r=2,s=1 sÑ 
3 讨 才 成 立 . 由 此 及 G, (z ;u o NEM TONDRE T ENE 
(注意 式 (15. 27) 后 的 说 明 (b)). 

Gx(z;2,1,4)K G, (z;2,—1,4)#EZ A ice 处 的 零点 阶 数 留 给 
读者 讨论 .证 毕 . 

Eisenstein 级 数 Gi(《z;u,v,N) 和 Weierstrass PAZ WELF 
的 关系 . 

定理 23.9 BREH, $% A= AGz,.1), @Go)= @Go; A),zo € C, 
以 及 条 件 (23. 34) 成 立 . 那么 ， 
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(1) 
G,(z;u,u, N) = ((— N) */G(& — 1)!) 
x OED uz 2)/N;A), z€ H. (23.38) 
(11) G. (z;u ,u N)Æ0, zEH. (23. 39) 
”证 G) 直接 由 式 (2.15) 及 式 (23. 19) 推 出 . 由 性 质 1. 7 及 条 件 
(23.34) 知 (zz 十 v)/N 是 格 A 的 NW 阶 格 点 ,所 以 ,Gi(z;u,v,N) 就 是 
-d Go; DÆ N 阶 格 点 (uz 十 v)/N 处 的 值 . PF32126 34 k= 3 时 ， 
Gs(z;u,v，N) WEP Go: AE N 阶 格 点 (uz 十 v)/N 处 的 值 . H E 
理 3.1 W, (xo; 4) 的 零点 是 (az 十 5)/2，21(a;5). 因此 , 当 
2(uz 十 v)/N 不 是 格 A 的 村 点 时 必 有 有 乡 ((wz 十 v)/N;A) 关 0. 由 此 及 
条 件 (23. 34) 就 证 明了 Gi). 
由 定理 23.8 和 23. 9 可 得 到 一 个 有 用 的 模 形式 . 
定理 23. 10 Ë p ERRA. 那么 ， 


G) gQ) = TIG: 0,0,p) € Mo-o (DC), (23. 40) 
v=] 
且 仅 有 的 零点 在 尖 点 0 处 , 阶 为 (p? 一 1)/4. 


Gi) 设 
(p—1)/2 
f(z) = H G; (z;0,u, p). (23. 41) 
v= l 
我 们 有 
g (x) 一 ( 一 1) DZ PCE), f e€ Mza- (LT'o(06),X,2, 


(23. 42) 
其 中 ER p 的 实 特征 , 即 模 p BJ Legendre 符号 . 

证 ” 先 来 证 (i). 由 式 (23. 19) 和 (23. 25) 立即 推出 z (x) € 
Mo- 《To(Cp)) ,进而 由 定理 23.9(i) 知 在 五 内 它 没 有 零点 . 由 定理 
12. 6 知 IoCp) 有 两 个 不 等 价 的 尖 点 : 0 和 和 ico. 由 定理 23. 8G) I io 
PEENE A. g 在 尖 点 0 处 的 性 状 即 g ° She- ERA ice 处 的 
ER. 容易 看 出 


p—1 
g ° [S ho-n) = Il Ge, 0v, p) ° LS 1) = [IG;Cz; ;U0,p). 


,=1 


由 定理 23. gdi) 立 即 算出 ( 留 给 读者 )， RA iof g e LS ho-n] 
ARA AGERA (15. 27) 后 的 说 明 (b)). 下 面 来 证 (ii). 由 


Y 
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定理 23. 1 GDA GA 
Gaz;0,0,p) — Gs(z;0, — u, p) = — Gs(z;0, p — Z, P), 


(23. 43) 
由 此 及 式 (23. 40) , (23. 41) 就 推出 式 (23. 42) 的 第 一 式 . 设 
7 一 b "le DN) 
— c d Q s 
由 定理 23. 1Giíi)#8lG I 
{p—1)/2 
f ° [7 lo- (z) = Il! (Gs(z;0,2, b) ° [7 J.) 
u= 1 
(p—1)/2 
= ||] G;(z;0,vd,p). (23. 44) 
u= 1 


由 熟知 的 Gauss 引 理 ( 见 LP&P3, 第 四 章 $6 引 理 2]) 知 : 若 设 

t, = vd (mod p), 0 <¿ < p, 1=< =< (0 — 1)/2, 
并 以 mr & <o (0—1)/2) rE £ KF p/2 R, A si, 
"o s Ë R AASS (0 —1)/2) rR Er y F p/2 的 数 , 那 么 ,si ，… ,sm， 
pors pr, 恰好 是 1,…,(p 一 1)/2 的 一 个 排列 ,是 有 

X (7) = (4) = (— İY. 

FME 23.16), (23. 43) 和 (23. 44) ,由 此 就 推出 式 (23. 42) 的 第 
二 式 . 证 毕 . 
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同人 余子 群 TCN),TICN) 和 [OCN) 的 Eisenstein 级 数 在 尖 点 ico 
处 的 Fourier 展 式 已 在 上 节 作 了 讨论 ,本 节 将 讨论 它们 的 Poincaré 
级 数 (" 之 1) 在 尖 点 ice 处 的 Fourier RA. 大 多 我 们 只 陈述 结论 ,需要 
证 明和 进一步 讨论 的 都 留 给 读者 . 

CA) DCN) KSI Poincaré 级 数 在 尖 点 ico 处 的 Fourier 展 式 . 

在 例 22. 1 中 得 到 


P, (TN) ,2k)(z)= evo(z)) 


T 
ea, (cz + d) 
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e(yo(z)) 


> SA (cz + d) 
这 里 ToCN ) 的 右 阶 和 集 代 表 系 是 取 为 
b 
0 = b "|e T (N): N|c, (c,d) = 1,c > 0; 
C 


当 c 一 0 时 , Fa q = 1, 
其 中 a,b 任意 取 定 . 当 c>>0 时 ,4 可 按 模 的 剩余 类 来 取 值 ,注意 到 
对 取 定 的 c 和 4 及 由 上 式 给 出 的 代表 元 ,相应 于 c 和 4 十 rc 代表 元 


可 取 为 
e apd 


= e(vz) + 


因此 推出 
P(N) »2k) (zz) 


e (uc(x + r)) 
= eo) T 24 dmodef = 1 rA Celle + r) + d)” 
(24.1) 
EL 1 为 周期 ,所 以 在 尖 点 ice 处 的 Fourier 展 式 是 
PC(ToCN) 2k) (z) = > `P, G)e (nz), (24. 2) 


n= 0 


I! , lti 
Paln) = P, ToN), 28) = | PATAN), 24) GOe(— nz)dz, 
(24. 3) 
这 里 的 积分 路 径 取 连接 1 和 1+i 的 直线 段 .由 此 及 式 (24. 1) 得 
P (n) = n + > oH e(— nz 十 zktz))1。 


2k 
=O | (cz + d) 
È 


= Òn + >; > e(av/c) 


c==0(N) d(modce),(¿,d5>=1 
c> 0 


y 
Ji e| = ne — a d 
一 co 十 i (cz + d)” z 
一 人 + > > e((d ly + dn)/c)c 2 


c==0(N),c>0 d(modc), (c,d)=1 
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。 y 

o4: -一 nz 一 — 

ti cêg 

。 dz ， (24. 4) 
一 co 十 j 


这 里 
Ôn = 1, 当 y 二 nn; 0 一 0， `* Z x, (24. 5) 
并 用 到 o€&r,olz)=(laz+b)/lcz+d),c>0 M6 
olz) = a/c — 1/(c(z + d)), ad == 1(mod c), 

以 及 d RIR d 关于 模 c 的 道 元 素 , 即 q—1d=1(mod c). = (24. 4) 14 
v= 0 时 也 成 并. 

当 "之 1 时 ,利用 Bessel 请 数 性 质 ( 见 王 人 竹 溪 、 郭 敦 仁 ,特殊 函数 
概论 ,北京 大 学 出 版 社 , S 7.4 式 (19)) 可 得 : 当 222 时 ， 


€i — nz — -一 
co 十 ; 2 
J 一 a 
— +i = 
— 2re ™™ (ne? / DOPET lnla)! /ce) , VÆ. 
(24. 6) 
这 样 ,就 推出 
P, m) = ë, + (— 1 *2z=(@/r 2 > c lJ;-i(AmGnv)12/c) 
c=:0(N) ,c2>0 
e((d ly, + dn)/c) 
d(modc) ,(c,d>=1 
= ó$, + (— 1)"2r(n/y) 1 
cK Cens) To 1 C4n (ny) /ce), (24.7) 
c=0(N) ,c>0 
这 里 我 们 记 
K(cin)= >) edu 十 da)/c)， (24.8) 


d(modc),(c,d>=1 


它 称 为 Kloosterman 和 . 
当 v=0 ff , HA (24. 4) 得 
P, Q) = go + Ialn) > cK(csn,0), (24.9) 


c= 0(N) „c >Q 
这 里 
co -t-i 


L = | e(— nz)z dz, I> 2. (24.10) 
N 


一 已- 全 
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利用 熟知 的 留 数 方法 计算 复 变 积分 可 得 (证 明 留 给 读者 ): 1,(0)=0， 
LO) = e ™2 (2r) /C0 — 1)! = all), 


Lm) =n LO), nl, (24.11) 
这 里 的 a Q) sk (5. 36). 注意 到 (证 明 留 给 读者 ) 
K(c;x,0) = > e(dn/c) = > taÇc/t); 
d(modc),(c,d)=1 t| Cc,n) 


因而 有 
P. Q) = 1 Halkyn” > o> > tele/t). (24.12) 


c= 0(N) ,c>0 t| (c ,n) 


当 N=1 时 ,容易 算出 ( 留 给 读者 ) 
n*i D e> Otel/t) = an(n) /E28). (24.13) 


~ t| (c mn) 

由 以 上 两 式 及 去 24.2) 就 再 一 次 证 明了 定理 5.5. 当 NN 之 1 时 ,要 计 
算式 (24. 12) 中 的 二 重 和 ,这 也 就 再 一 次 证 明了 定理 23. 8( 留 给 读 
者 ). 

(B) TCN) KJ Poincaré 级 数 在 尖 点 ioco 处 的 Fourier RI. 

因为 (2)==To(2), 所 以 可 假定 入 之 2. 类似 于 (A), 由 例 22. 2 
可 得 

P, (N) DG) = ` eune 


s€ T NP (ND 
e(yo(z)) 


Ë 
c= 0(N),c>0 (c,d)>=1,d=1(N) (cz + d) 


e(va(z + r)) 


Ë * 
c=0(N),c>0 d(mod ic) ,esd) =1 r=— oo (c@ + r) + d) 
d==1(N) 


= e(vz) + 
= e(vz) + 


(24. 14) 
它 以 1 为 周期 ,所 以 在 尖 点 ice 处 的 Fourier 展 式 是 


P.T (N), k) æ) = >Ê, 0)e(az), (24. 15) 


n=0 


ñ 、 iti 
P,a (n) = P, iN) ,k) = | PFCN) ,DCz)e( 一 nz)dz， 


(24. 16) 
这 里 的 积分 路 径 取 连接 i 和 1 十 i 的 直线 段 . 与 式 (24.4) 的 推导 相同 ， 


218 #+A+3 Poincaré 级 数 


由 此 及 式 (24. 14345 


N +i e(— nz + vo(z)) 
P, (n) = Òn + | —— Ade 
| ca0(N) ce 关 0 d(mod |c |), e ,dy=1% —°°+' (cz + d)* 
=1(N) 
= ó, + >, > e(av/c) 
c=: 0(N),c>0 d(mod |c |), (e,dy>=1 
d=) (N) 
— _ — Y 
. 全 ° ez + d/c) de 
一 oo 二 (cz + d) 
=n + > > edv + dn)/c)c 
c=0(N),c2Z0 d(mod |c| ), (cç ,d)=1 
d=1(N) 
ce 十 1 el — AZ — 2 
. | 一 一 一 as, (24. 17) 
一 oo 十 i 之 
这 里 q lq=1(mod |c|). 
当 "之 1 时 ,利用 式 C24.6) 即 得 
P, n) = ó, + DTG 一 ixk/2 (n/v) $TD 
c lKyu(c;n,v)J, (4nay)! /c), 
c=:0(N),c=0 
(24. 18) 
Kylen, y) = > e((d `y + dn)/c), c= 0. 
dmod le}, Cc,d)=1 
d==1(N) 
(24. 19) 


Kx(c;nm,u)1B PRA Kloosterman 和 . 
当 v= 二 0 时 ,由 式 (24. 17) 得 
Poan) = fn HLD >) > > edn/c) 
c=:0(N) ,c> 0 “(mod el. Ce dy=1 


= À, H LG) > cKyCGCin,0O), (24. 20) 


其 中 Ii(1) 由 式 (24. 11) 给 出 . 
(C) T(N) AI Poincaré 级 数 在 尖 点 ice 处 的 Fourier 展 式 . 
我 们 讨论 N> 2 的 情形 (TC2) 的 情形 留 给 读者 讨论 ). TANDON) 
的 右 障 集 代表 系 可 取 为 
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b 
0 = b "|e T(N); Nic, (c,d) = 1, d = 1(mod N), 
C 


其 中 a,6 任意 取 定 . 当 c 关 0 PF ,d MIRR | Nc | BJ 3B| 825 3E R (8 , P S 
到 对 取 定 的 c 和 4 及 代表 元 由 上 式 给 出 时 ,相应 于 c 和 d+rNc 的 代 
表 元 可 取 为 
b b + Aa, 
c d+rNc 
这 样 ,类 似 于 (A), 由 例 22. 3 可 得 


PTON ,Ce 一 D Se 
s€ TY NON) 
e(vo(z=)/N) 
= e(uz /N ) + ——I 
ez 0 人 Go dmadlN ean 《cz + dy) 
d=1 (N) 
= e(yz/N) + 


c=: 0(N) „c30 a (mod INcl >, (c,dy3=1 
d=1( N) 


A~- elolz + rN) /N) 
之 NT (24. 21) 
EL N JAH, AERA iok) Fourier RA E 
P, T(N) ,k) (z) = > P,G@)eG@=z/N), (24. 22) 


n= Ü 


P (n) = P,(n;T(N),k) 
N+i 
== N-:J P,(T'O(N),k)(z2)e(— nz/N)dz, (24. 23) 
XEHED KARER i M N -Hi 的 直线 段 . 与 式 (24. 4) 的 推导 相 
同 ,由 此 及 式 (24. 21) 得 


P, (n) = 8,, + NT? 7E eU mz T G/N) 


. Ë 
c= 0(N),c>:0 d(mod > l... (cz + d) 
=1 (N) 


= n +N? 2> c> > edi + dn)/Nc) 


c=z0 (N) , c0 dmod (Ne|), Cc d) =t 
d= (N) 


l y 
oti @| — Wl Z -2 
° | N k 一 dz， (24. 24) 
一 Oo 十 i Z 
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这 里 Z IC 三 1(Cmod |Nc|). 
当 "之 1 时 ,利用 式 (24. 6) 即 得 
Pw =6% + 2re nf) ED Sy del/a 


c==0(N) ,cA0 
e (Nc) liKNCNcesynyv) Ts (4nn P/I Nel), 
(24. 25) 
这 里 Kw(Ne;n,v) 由 式 (24.19) 给 出 . 
当 v= 二 0 时 ,由 式 (24. 24) 得 
P G) = à, T L, > GN) KyCNes;n,0). 


(24. 26) 

HETARA Tie £ B 3528 BJ RFT, T. CN)7 和 

LT. ON) 的 Poincaré 级 数 在 尖 点 ice 处 的 Fourier RA. 可 以 清楚 地 看 

出 ,这 些 Fourier 展 式 的 系数 与 Bessel 函数 ,特别 是 Kloosterman 和 

A RER. Fourier 展 式 的 系数 估计 在 模 形式 理论 中 是 十 分 重要 
的 ,因此 ,指数 和 估计 在 模 形 式 理论 中 占有 极其 重要 的 地 位 . 


[B] E 


. WEAS (22.2), (22. 2) & (22. 2”). 
. 证 明 式 (22. 18), (22.19) É (22. 20). 
. 证 明定 理 22.2 及 其 有 关 说 明 (a) 和 (b). 
. 证 明定 理 22.3. 
. 证 明 式 (22. 38) 及 (22. 38'). 
. 证 明和 定理 22. 6. 
. 许 细 补 出 例 22. 1, 例 22. 2 和 例 22. 3 中 所 需要 的 证 明 . 
. BARR Cujo) 1<7< ,满足 

Cuisv:) Æ (u;yu;) (mod N), 1=< ¿= ;< r, 

(2u; 2v;) Æ (0,0)(mod N), 1< ;< r. 

Bb Z, H K (23. 15) 给 出 的 Eisenstein 级 数 E: Czuj u; NASS 
7) 线 性 无 关 . x 


Qo — C Ç A CGO N =— 
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9. 补 出 定理 23.1 的 G) ,Ci2 和 (iv)? 的 证 明 . 

10. 证 明定 理 23. 2. 

11. K Elz; r (N)) (SE: (z; I (N)))K E,(z;u ,o, NERE 
ico 的 Fourier JX. | 

12. 补 出 § 24 所 举 的 例子 中 的 结论 所 需要 的 证 明 . 

13. 求 出 下 (2) 在 各 尖 点 处 的 Eisenstein 级 数 . 

14. 求 Ga(z;2,1,4) 和 Gz(z;2, 一 1,4) 在 ioco 处 的 零点 的 阶 . 


第 八 章 ”完全 模 群 的 模 形 式 空 间 上 
的 Hecke 算 子 


Hecke 算 子 是 研究 模 形式 的 重要 工具 . 本 章 讨 论 完 全 模 群 的 模 
形式 空间 上 的 Hecke 算 子 . Š$ 25 讨论 它 的 基本 性 质 , S 26 将 证 明 完 
全 模 群 的 模 形 式 空 间 上 的 Hecke 算 子 是 Petersson AEA HFA 
子 , 并 进而 得 到 有 关 完 全 模 群 的 模 形式 空间 的 基 的 重要 结论 . 

S 25 ”完全 模 群 的 Hecke 算 子 的 基本 性 质 


对 任 一 cacEGL; (Z) , 双 陪 集 TaT 有 右 陪 集 分 解 (参看 定义 34. 2) 


rT = U To. (25.1) 
s£ F'NI'al' 
i k Fe. 这 样 , 对 ffEyYxG) 相 应 地 可 确定 如 下 的 运算 
la | (2Ë,/2—1 > f o Fo]. (25.2) 


a€ T'NT'a 
显 见 ,这 样 定义 的 运算 与 (25.1) 中 的 右 陪 集 分 解 代表 系 {o} 的 具体 取 
法 无 关 ( 为 什么 ). 因此 ,我 们 可 用 以 下 两 种 符号 来 表示 这 同一 运算 . 


T (e) = T(e;T,2&), [Ter], = la|% S] Loja, 
c€ MTT 


(25. 3) 
M-T Sra Ze ER T f, 后 一 种 符号 是 右 作用 于 f, 即 
T(a)f =T(a;T',2k)f = f° [TaT |; 
=f o | |a | @p/2--1 >` [o Jz) 


st I\ Teal' 


|a| 22! > f o To]. (25. 4) 


s€ INIar 


这 两 类 符号 各 有 优点 ,以 后 将 交替 使 用 . 
定义 25.1 Ü aC GLI (Z). 由 双 陪 集 Per 确定 的 , 式 (25.4) 所 
给 出 的 运算 称 为 是 完全 模 群 了 的 模 函 数 空间 Va TEA Hecke 算 
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子 , 简 称 为 完全 模 群 r 上 的 Hecke N+. 一 般 的 , 设 C| s °° CJ FE 
数 ,al,…,a,EGL2 (2). 我 们 定义 完全 模 群 的 模 函 数 空间 Var) 
上 的 算 子 : 

T= X Tla): T f = | DT) f 


J 
= X GTa), f€ ValT), (25.5) 
j=1 


它 也 称 为 是 完全 模 群 的 模 函 数 空间 VT) 上 的 Hecke 算 子 ,简称 
为 完全 模 群 人 上 的 Hecke 算 子 . 在 本 章 中 说 到 Hecke 算 子 总 是 指 完 
全 模 群 下 上 的 Hecke 算 子 . 
RT T, 是 两 个 Hecke 算 子 ,作为 算 子 它们 的 加 法 为 
T, + T;: Ti TYI STJ HT: f E Va(T). (25.6) 


£ 
J J 
Ti = > aT (a), Ti = X cT (a;), (25. 7) 
j=l j=l 
则 
J 
Ti + T, = >C; + c; DT Ca). (25. 8) 
j=l 


所 以 ,全 体 Hecke 算 子 (25.5) 组 成 一 个 加 法 群 . 容易 看 出 ,包含 算 子 
T(a,T';2),a C GL (GZ) 的 最 小 加 法 群 是 ， 
H (T;2k) =H(GL2? (Z),T';2£) 
J 
=Í > cT Ca,T ,2k) ,ec, € Z,a; E€ GL; (Z), 
j=] 


j= J.J € N). (25. 9) 


通常 称 这 最 小 加 法 群 为 (完全 模 群 T 上 的 )Hecke 算 子 群 . 

定理 25.1 由 式 (25.5) 定 义 的 完全 模 群 T 上 的 Hecke F T 
是 C 上 的 线性 空间 VT) CA, (T) ,Ma(T), 或 Sw(T)) 到 自身 的 映 
HL. ED TfC Vi, CA, (TD MaD, R Sal). 

证 i$ a C GL; (Z),y€ T. H =š (25. 4) 知 


TON -Yla = le 1 > [oy], = T(a)7/. 
| s€ ITNT'a 
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最 后 一 步 用 到 了 {c) 和 (az) 必 同 为 PTNPEer 的 一 组 右 陪 集 分 解 代表 
系 . 由 此 及 性 质 15. 12 就 推出 所 要 的 结论 .证 毕 . 
由 定理 25.1 知 可 定义 Hecke 算 子 的 乘法 ， 


| (TaT Caf = T (e, CT (a,) 7). (25.10) 
这 样 ,大 T (e) = |a |?92_1 > Lor Jx, 
a, € MNT aTr 
T (a) = |a |092] > | 0o, Jz» 
a, € DN\Ta,T 
则 TCT CDS = T (a,) CT (a, f) 


= (fela > [Lola)) 
s €C TNTa T 
o [ |a, | @p/z2—1 5 Coz Ja ) 


oy € I\Pa,T 


= f ° | la a, | 2/2—1 > > [eic Ja). (25.11) 


0, EFTaT 0, € Ter 
由 此 及 性 质 15. 2 知 Hecke 算 子 的 乘法 满足 结合 律 (证 明 留 给 读 
者 ): 
T Caz) CT Ca T (a)) = (T CeT Cla) T la). (25. 12) 
一 般 的 ,可 以 同样 定义 由 式 (25. 5) 给 出 的 Hecke 算 子 的 乘法 : 


(T,T,)f = T,(T' f). (25. 13) 
它 也 满足 结合 律 . 若 T;,T，; 由 式 (25.7) 给 出 , 则 有 
J J 
{1 = > yzcnT Co)T (a). (25.14) 


以 上 我 们 定义 了 Hecke 算 子 的 乘法 和 加 法 运算 . 由 这 样 的 乘法 
和 加 法 运算 ,当然 可 以 生成 一 个 环 . 但 重要 的 问题 是 : Hecke 算 子 的 
乘积 是 否 仍 是 原来 定义 的 Hecke 算 子 呢 ? 回答 是 肯定 的 ,但 证 明 并 
不 容易 . E S 27 讨论 同 余子 群 的 Hecke 算 子 时 ,我 们 将 给 出 直接 的 
一 般 证 明 ,而 完全 模 群 的 情形 就 作为 特例 推出 . 但 在 本 节 将 通过 具体 
讨论 完全 模 群 的 Hecke 算 子 T(a) 的 构造 ,及 完全 模 群 的 一 类 重要 的 
Hecke 算 子 


T@) = 2 T(,n/D, n€ N (25.15) 
Z |x 
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的 性 质 来 证 明 这 一 结论 ,其 中 
T(a,d) = r| h MI >, a,d EN. (25.16) 
0 d 


我 们 将 证 明 

定理 25.2 G) 全 体 由 式 (25. 15) 定 义 的 完全 模 群 的 Hecke A 
子 T(n)(n 二 1,2,3,…) 的 整 系数 有 限 和 组 成 的 集合 是 一 个 环 , 这 个 
环 就 是 由 式 (25. 9) 给 出 的 完全 模 群 的 Hecke 算 子 组 成 的 集合 
太 (T;2k) , 它 称 为 完全 模 群 的 Hecke WFH, 

Gi) 由 式 (25.5) 给 出 的 完全 模 群 的 Hecke 算 子 组 成 的 集合 也 是 
一 个 环 . 

在 给 出 证 明之 前 , 先 来 讨论 T(c) 和 人 (2)， 

定理 25.3 我 们 有 

Tlal,dl) = TU,D)Ta,d) = I*°T (a,d), 
TCD =m f, LEN, (25. 17) 


T(1,n) = > auDA T n/d). (25.18) 
din 
证 《25.17) 的 证 明 留 给 读者 . 利用 Möbius 函数 ,由 式 (25. 17) 
可 得 
T(1,n) = DTU,n/D) >T (d) 
阿 d|: 


=> ADT (d,d) >ITG,n/ Cd’)) 


d? |n £ |n/d2 
=S (dT (d, d)T (n/d?) 
dŠ |n 


= > y(d)d” T (n/d?). 
d’ |n 
定理 25.4 G) #aCM”(n), I 
a b 


0 n/a 


D 
Tla) = T(1,2n) = nt | | ; (25.19) 
2Ë 


a|n,b(mod n/a) | 


np 
(ba "Ria)=] 


O 为 了 和 运算 符号 [ ), 相 区 别 ,在 第 八 、 九 章 中 算 阵 符号 有 时 用 图 括号 . 
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Gi) 若 «€ MG) ,1=gcd(a) , M 
T(a) =T U,n/D =TU,DTQ,n/B) = #2T (1,Çn/Ë). 


(25. 20) 
b 
(111) T (n) = xn“! | “ | . (25. 21) 
a|n,b(mod n/a) Ü n/a 2k 
证 ”由 定理 34. 4CN 二 r= 一 1) 知 , 当 aEMM*(n) 时 有 
1 0 
M* (a|) = Fal = r. lr. (25. 22) 
n 


由 此 利用 定理 34. 9GD (N =r=1), Ñ (25. 2)#l (25. 16) , 就 推出 式 
(25.19). 下 面 来 证 Gi). 由 上 式 及 (ii) 的 条 件 知 


{ 0 1 0 / 0 
lar = | l Fr 一 r| Fr. (25. 23) 
O Z 0 a/l 0 n/i 


由 此 及 式 (25.2) 和 (25. 16) ,容易 验证 式 (25. 20) 成 立 ( 留 给 读者 ) ,这 
里 要 用 到 , 34 (Í) E PNP la T 的 右 陪 集 分 解 代 表 系 时 , (¿o y E 
DUT 的 右 陪 集 分 解 代 表 系 . 最 后 来 证 (ii). 由 式 (34. 11 (N= r= 
1) 和 (25. 22) 知 


M( ) = Ur| Fr (25. 24) 
n) = 0 n/i . ° 


I° |x | 
因而 有 (注意 到 式 (25.1) 和 (25. 16)) 
f ° [o], = >T (,n/D f. (25. 25) 
l [n 


e€ PXAMGO) 

利用 定理 34. 9(1) (N=r 一 1) 及 式 (25. 15) ,推出 式 (25. 21). 证 毕 . 

由 定理 25. 4, 式 (25. 15) 及 (25. 18) ,立即 看 出 为 了 证 明 属 于 
H (T; 2k) WJ 5 2 TA SE BJ Hecke 算 子 的 乘积 仍 是 属于 H (T; 2k) HJ 
Hecke 算 子 等 价 于 证 明 完 全 模 群 的 Hecke AT T (m) FJ 38 8345 Rk X 
样 的 Hecke 算 子 的 整 系数 的 有 限 和 .下面 就 来 证 明 这 一 结论 ,由 此 
EATE XE EE 25. 2. 

定理 25.5 我 们 有 


TOT n) = D>; eTl(g,aT mn/g’) = >; g* Tmn/g’). 


g|(m,n) g| (m ,n) 


(25. 26) 
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因而 ,Hecke AF T n) BJ 38 k E uj AF36 , B 
TODT m) = {Tm), (25. 27) 
以 友 
T(m)T (n) = Tmn), (m,n) = 1. (25. 28) 
证 由 式 (25.21) 知 ( 式 (25. 3) 中 的 两 类 符号 在 下 面 同 时 运用 ， 


并 省 略 下 标 2&)， 


đı b, 
reore = > [le ll 
(nT (n) n > 0 n/a, 
b) (mod n/a) ) 
(t> b, 
° mt]? | | | 
| 2 0 m/a,; 
5, (mod m/a, ) 
aa, aibs + mb, /a, 
— yz | | | 
mx 2 2 0 Nm/ (ajaz) 


se ae ) b aiman) 
及 
(ai m/a,) = g, Qa, = ga, n = gn, m= gm. 
(25. 29) 
我 们 有 
TODT) = X, (mn yt" 


gl imn) 


t f 
1 m 
b) (mod n' jaz) b, (mod gm! /a,) 


ForB k ll2&8 tF * 表示 


aa, ab, + NI 


0 m'n / (a az) 


(am! /a,) = 1. (25. 30) 
进而 ,利用 算 子 Laj 的 结合 性 及 完全 剩余 系 的 性 质 , 我 们 有 
TOMT D) 一 >b g% (m'n!) 


g| n,n) 


f 
x a, b, 
2, 2 B 
azi a, |m' Q n /ai 
b (mod m fai) b, (mod gm'/a,) 


d, b, 


O m'a 


| 
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a, b, 
== gao x | | | 
2, 2 0 n'/a 


ó) (mod n'ai) 


ADT myad) 
a, |m | 0 m' [a 
b, (mod gm /a,) 
d 
— 5 eto y| 5 iý b, | 
gimn) al |n! 0 n'/a 
b, (mod n' /at ) 
S x [É b, + jm /az | 
j= 0 a, |m Ü m fas 


bmod m’ /a,) 


_ gtm | 2; Iñ mi 


— ` g* (m'n S | 5 iñ b, + g“ | 


= r Í 
a; in 


g| (m,n) j= Ü 
6] (mod z’ faz) 


| 


/ 
a, b, 
— 5) eto ye > x | 
g| Gan) ar În 0 n'/a 
b) (mod n' /al ) 
| 5> | 
a, |m' 


这 里 用 到 了 对 固定 的 j 和 ai ,6b A b, + ja) ARD n/a, 的 完全 
剩余 系 , 及 由 式 (25. 21) 54] 


7 


O) m' /a; 
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a, b, + ja, 


|- T(n’) 
0 n'/a 


(m! )2 1 > | 


21 |z! 
Š) (mod n' jaj) 


a, b, 
— (n' y*-! x | 
和 ° "n 


b (mod n /a)) 


进而 得 到 
Tm yT Qm) 


= ` B2 1 (m n' yk >; > x | 


g|m,n) ai n' a, |m 
b, (mod njaj) b; (mod m'/a,) 


aa, ab, 十 m'b/a; 
0 m'n' / (aiaz) 中 
(25. 31) 
H £fF025.30) 3,34 b, fll p, TIND n/a, Mm /a, GRENA 
Rit ,a,b, +m' b/a: 遍历 mw'n'/(aias) 的 完全 剩余 系 (为 什么 ), 以 及 
对 任 一 a|m'n' , 必 可 惟一 分 解 为 a 二 ala;, 满 足 
a,|m', ailn’, (ai,m’/azs) = 1. (25. 32) 
(事实 上 , 取 aa = (m',a)). H I£ K Kk (25.29), (25. 21) 就 推出 (注意 


m! 7 = mn/ g) 


I _ | Í! b 
TE | — h! oa a 
TTOW= Dyg mn > || | 
g| (mn) I a |m!'n' L O m'n' /a 
bilmod m'n’' /a) 
g| Gn,n) £ ! 


由 此 及 式 (25.17) 就 推出 所 要 结论 ， 

由 定理 25. 5 xr Bl: 48. J 

推论 25.6 E p 是 素数 .那么 ,TC(p ) 是 TG(p) 的 7 次 整 系数 多 
项 式 . 

证 r= 二 0 时 结论 显然 成 立 ; r> 0 时 ,由 定理 25.5 知 

TDT) =T (p+?) 4 pT (p!) 
=T (p) + PT (p,p) T(P, (25.33) 

由 此 用 归纳 法 就 推出 所 要 结论 . 

显 见 , 式 (25. 33) 等 价 于 形式 徊 级 数 恒等式 
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(1— T(p)X + p> 1X2 TNX = 1, (25.34) 


< 
(1 — T(p)X + pT (p.p) X2 SIT (0) X' = 1. (25.34') 
若 令 X 一 p 一 , 则 上 述 两 式 变 为 ü 
Dro )p = Q — T(p)p ° + pä- 1p-2:)-! 
一 (] — Tp = + PT, pp”) `. (25. 35) 
H J, Ej 


推论 25.7 定理 25.5 的 解析 等 价 形式 是 以 T(n) 为 系数 的 形 
式 Dirichlet 级 数 有 如 下 的 Euler 恒等式 成 立 ， 


Tn = III (] — T(p)p ° + pT (Ap ,p)p 2)”, 
n=] p 


(25. 36) 
因此 ,完全 模 群 的 Hecke ATENTAT, DERN. 
下 面 来 讨论 Ta) f ËJ Fourier EA. 
EH 25.8 设 f€ MaC), Ë Fourier 展 式 为 


f(z) = > ceme, (25. 37) 
1E == Ü 
那么 ,TC(n)f 的 Fourier 展 式 为 
TDF) = Ylr nye, (25. 38) 
r= 0 
其 中 
cr n) = Das icCrn/a’). (25. 39) 
a|(r,n) 
特别 有 
c(0,n) = ox-i(n)c(0). (25. 40) 
证 ”由 式 (25. 21) 和 (25. 37348 
az + b 
T@)f (=) -15S n/a az tb) 


aln 


— = > ja” 1 De emer 


ala 
nima 
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令 I=ma/n, ,由 此 即 得 式 (25. 38). 证 毕 . 

作为 有 限 维 线性 空间 Mx(T) 上 的 可 交换 的 线性 算 子 T(2) ,n = 
1,2,3,，……， 我 们 可 讨论 它 的 特征 函数 , 即 特征 形式 . 

定义 25.2 B JEMa T), KEAR, RH Fourier 展 式 由 式 
(25. 37) 给 出 .地 称 为 是 Hecke 算 子 了 (2) 的 特征 形式 ,如 果 存 在 常数 
Àn EFT n) f = Ànf sÀn BRA Hecke 算 子 了 T(x) 的 特征 值 ;f 称 为 是 
Hecke 算 子 的 联 立 特征 形式 ,如 果 它 是 所 有 的 Hecke BFT) ,n= 
1,2,3,… ,的 特征 形式 ;了 FN E Hecke 算 子 的 标准 联 立 特征 形式 ， 
WREE Hecke 算 子 的 联 立 特征 形式 且 c(1)=1. 

我 们 来 证 明 

EH 25.9 B f€ M, (T), REAR, X t Fourier 展 式 由 式 
(25. 37) 给 出 .那么 ,(i) 4 k=0 时 , 非 零 常数 是 Hecke 算 子 的 联 立 
特征 形式 ,及 工 (n) 的 特征 值 是 o_1(n);(Gii) 4 k>1 时 ,f 是 Hecke 
算 子 的 标准 联 立 特征 形式 的 充 要 条 件 是 满足 : c(1)=1， 

cm)eln) = Faiclmn/a), m 0, n > 1, (25. 41) 


a|(m,n) 


以 及 工 (n) 的 特征 值 是 c O). 
证 ”由 定理 25.8 知 ,f 是 T(r) 的 特征 形式 ,特征 值 为 入 的 充 要 
条 件 是 
hcm) = > a? lc(mn/a2), m 2 0. (25. 42) 


a|(m,n) 
S m=] 得 
c(m) = c(1)À,, nl. (25. 43) 

因此 , 当 cG) 王 0 时 ,三 是 联 立 特 征 形式 的 充 要 条 件 是 f 为 非 零 常 
数 , 且 有 =0( 为 什么 ). 进而 ,在 式 (25. 42) 中 取 = 0 就 推出 三 Ce) 的 
特征 值 等 于 o(a). 这 就 证 明了 G). 当 c(1)=1 时 ,由 联 立 特征 形式 
的 定义 及 以 上 两 式 就 推出 Gi). 

定理 25.10 ik k>1,fE Ma(T),f(icoo) 关 0( 即 f RERE 
A). 那么 , Æ Hecke 算 子 的 标准 联 立 特征 形式 的 充 要 条 件 是 

J z) =G¿ (z) = (2a(2k)) Gal) 


二 5(2k)/a(2k) + D S ICO CSSS (25. 44) 
m=] . 
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( 见 定理 5.5) ,以 及 了 T() 的 特征 值 是 ox 1 m). 

证 i f ý Fourier 展 式 由 式 (25. 37) 给 出 . 由 式 (25. 42), 
(25.43) 及 c(0) 关 0 #ll, f € MGT)(GR>1) 是 标准 联 立 特征 形式 的 充 
要 条 件 是 

c(i) = 1, ca) = À, = dain), nl. 
已 知 Ga € M, (T) (hik (15. 34))， 所 以 ,一 GE M> (T). fB H E £ 
及 式 (25. 44) 得 f —G¿,=c(0)—t(2k)/a (2k) — W. B ,& k>1 
就 推出 /—C;¿ b EFTE. 证 毕 . x 

确定 尖 形 式 空间 Sw《T) 中 的 Hecke 算 子 的 标准 联 立 特征 形式 ， 
是 一 个 较 困 难 的 问题 ,我 们 将 在 下 一 节 讨 论 ， 这 里 先 给 出 一 个 简单 
结果 . 

定理 25. 11 4 2k=12,16,18,20,22,26 M, Sz TALA KIER ME 
联 立 特征 形式 是 

(2r) 2ACG)GL 12 (z), (25. 45) 
这 里 约定 Ge (z) 便 等 于 1. 特别 的 , Or) PA) Se OR RNE 
立 特 征 形 式 . 

证 ”容易 看 出 ,一 个 一 维 模 形式 空间 或 尖 形 式 空 间 , 它 的 每 个 元 
素 一 定 都 是 联 立 特征 形式 . 由 定理 17.1 知 ,在 所 列 出 的 情形 ,SCT) 
均 是 一 维 的 , 它 的 尖 形 式 就 是 式 (25. 45) 给 出 的 尖 形 式 的 常数 倍 . 由 
A (5. 50) 知 

(2z2)2AGoo)G; (ico) 一 1， 
这 就 证 明了 所 要 的 结论 . | 

由 定理 25. 9 和 25.10 立即 推出 关系 式 ( 留 给 读者 ): 

0 _1(22)Oo (n) = > d2—lo;, (mn/d’:), k > 1. 


d| (m,n) 


| (25. 46) 
由 定理 25. 9 和 25. 11(2& 一 12) 立 即 推出 关系 式 ( 留 给 读者 ) : 
r(m)r(n) = > dlr(mn/d’). (25. 47) 


d[|(m,n) 
以 上 两 式 可 以 直接 证 明 , 但 并 不 容易 ,特别 是 式 (25. 47) ,这 将 安 
排 在 习题 中 ( 式 (25. 46) 见 第 二 章 问 题 6)， 


S26 完全 模 群 的 Hecke f. +Y 6 Ë Fk. 233 


S26 ”完全 模 群 的 Hecke 算 子 的 目 伴 性 、 
尖 形 式 空 间 的 正 交 基 


本 节 将 证 明 完 全 模 群 的 Hecke 算 子 是 Petersson 内 积 的 自 伴 算 
于 ,这 里 要 给 出 两 个 证 法 ,一 是 利用 双 陪 集 理论 ( 见 § 34), 男 一 则 是 
利用 Poincaré 级 数 .进而 将 证 明 Ma MA Sa MFA H Hecke 算 子 
的 联 工 特征 形式 组 成 的 标准 正 交 基 . 

EH 26.1 i jgEMzxsGT), 且 至 少 有 一 个 是 尖 形式 ,以 及 a€ 
GL; (Z). 那么 有 

(T(ea)f,g> = (f ,T (a)g), (26.1) 

BU Hecke AT . T (a) Et: Petersson AEK E FAT. 

证 设 有 双 陪 集 分 解 


dla) 


rar =| Jra, m € P, 1< j )j< d), 
j=1 
利用 定理 21. 160 =T)7 可 得 
dla) 
(TS, g= jal l> Cf ° Cani Ja g) 
j=l 


= d (a) |a| f o [aja,8) 
= d (a) |a| Sf, g ° Lal), (26. 2) 
其 中 < 由 式 (21. 17) 给 出 . 由 定理 34. 6G)(N=r=1)#l rar rar. 
因此 ， 
d(a) = d(a), Tl(a) = T(a). (26. 3) 
3 l , la) 44 
S Tag) = dla) |a g ° Cala). 
由 以 上 三 式 即 得 所 要 的 结论 . 
由 定理 26.1 及 式 (25.15) 立 即 推出 
定理 26.2 设 f,g€EMu(T), 且 至 少 有 一 个 是 尖 形 式 .那么 有 
Tg) = (f Tng), nÈl, (26.4) 
即 Hecke 算 子 T(x) 是 Petersson 内 积 的 自 伴 算 子 ， 
显 见 ,定理 26.1 和 定理 26. 2 是 等 价 的 (为 什么 ). 
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定理 26.3 Hecke AFT), K T (a) (a € GL; (Z)) 的 特征 值 
一 定 是 实数 . 

证 我 们 对 了 (来 证 , 另 一 结论 留 给 读者 . W T Qm) f = Af. A 
JESaxG), 则 在 式 (26.4) 中 取 g 一 六 就 推出 4 是 实数 ; 耕 JE Mzs(T) 
不 是 尖 形 式 , 那 么 , 必 有 a 关 0, 使 fi 5=f—aGa E Sal. 由 此 及 定理 
25. 10 推出 

T@)J = T@)f, + aoa Qm3)G;, = Af, + aÀAG;,. 
由 此 推出 a C4 一 ow-1(n))Ga€E5Sa(T), 所 以 ,4 二 oa-1(n) 是 实数 .证 
毕 . 
下 面 用 Poincaré 级 数 来 直接 证 明定 理 26. 2. 
定理 26.4 设 v 之 0,k 之 2, 并 记 P.,Gz)= P,(T' ,2k) (z). 我 们 有 
TO)P,= >, @m/d5>” Pr. (26. 5) 


d\in”) 
特别 的 有 
T(n)P, 一 Oz- | (2) P,. (26. 6) 
证 ”由 式 (25. 25) 及 例 22.1 得 


TP, =n 5) P, o [ala =n SI e: [oa]. 


a€ TAM(n) z€ MM) gET NI 

(26. 7) 
容易 看 出 ,{co)} 给 出 了 MMRTF TWA ERNE TAMME 
R. MERE a) HLEMM 34. 9(Gi)(N 一 > 一 1)) 


jd b 
Ma) = | r|” | (26. 8) 
din O d 
b mod d 


我 们 要 证 对 所 取 的 {a}) 及 {0o),{ao}) 也 是 TT,\WMx) 的 右 陪 集 分 解 
代表 系 . G) 首先 ,容易 验证 ( 留 给 读者 ): 若 


Wt H 
& G, = G 
171 0 d, 1 


=- L'a,o, 一 Pel 
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XMR T A kE Toa 两 两 不 相交 . 其 次 ,对 任 一 BE M(n), 必 有 
YET, d|n 及 所 取 的 某 个 ae 使 得 (为 什么 ): 
n/d h 


人 一 | 0 „Je lot, 


由 此 推出 
M Ga) = 5 roar = 5 LU LI al' o. 


e€ MNM Cn) aE TAM(n) ovET NT 
对 所 取 形 式 的 a, 容 易 验 证 ,aT 二 Ta, 因 此 有 
Mn)= U UT Teas. 


a€ AM) c€ P. NP 


由 GO 及 (ii) 就 推出 所 要 结论 . 由 此 及 式 (26.7) 推 出 (利用 式 (15. 4)) 
TOP, z) =n > > et ° [ao Ja (z) 


一 7 一 1 > > nt j(z ao) e (vao (z )) 


=n" >， > Iz;0) 2j(G(z);a) #e(vao(z)). 


TOP, C) =n" 1 > j@æ;0)” 


- > d “#e(uno (z) /d2) X e0b/d) 
din bmod d 
b mod d 


— p27! > d+ S (w; o) “el( Cm/d?)o(z)). 


d|(m,v) a 


这 就 证 明了 式 (26.5). 当 yv==0 时 ,由 式 (26. 5) 即 得 式 (26. 6). 
显 见 , 式 (26. 6) 给 出 了 定理 25.10 的 又 一 证 明 . 
定理 26.5 设 P,(z) 有 Fourier 展 式 


fF,(z) = Dom)e™™, v — 0. (26. 9) 


m= 0 
再 设 
A(z,2k) = (2k — 2)! (4r) 4%, ul, (26. 10) 
c,(m,n) = X, (a/d) cmm), m0. (26.11) 


d | (nw) 
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TDP) = > em,e, >, = 0; (26. 12) 


m= 0 


TP, Pa) = Alu, 2k)c usn), AL 之 1， v2 1; 
(26. 13) 
以 及 
cmn) = c (n,m). (26. 14) 
证 由 式 (26.5) 和 (26. 9) 即 得 式 (26. 12). HA (26. 12) K E EB 
25. 8 可 得 到 
cv(72 ,n) = > a lc,Cmn/a’). (26. 15) 


al|(m.n) 


由 此 就 推出 式 (26. 14). 最 后 ,从 定理 22. 4 GA Tr = T) #lsK (26. 12) n] 
得 式 (26. 13). 证 毕 . 
从 关系 式 (26. 11),(26. 12) 及 (26. 15) 可 看 出 已 (z) 的 Fourier 
展 式 的 系数 应 有 很 好 的 性 质 . 
定理 26.6 我 们 有 
(TP, Pa = (P,,T(n)P,), AAA 十 7 之 1， (26.16) 
证 当 y,v 有 一 为 0 时 结论 显然 成 立 ( 为 什么 ). 所 以 可 设 2 
1,v 之 1. 由 式 (26. 13),(26. 10),(26. 11) 及 (26. 14) 得 到 
(Tn) P, , Pu) = ACH 2k)c Lon) 
= Av, 2k) O/T n/v) en (py) 
= A(v, 2k) (n/c, (u,v) = Aw, 2k) (n/c, 0, g) 
= A(v,2k)c,(u n) = T P, P). 
由 定理 22.1 知 cem) A clm,n) 均 为 实数 ,因此 , 式 (26.16) 成 立 ， 
下 面 来 讨论 尖 形 式 空 间 的 基 . 
定义 26.1 设 民 是 同 余子 群 .SG ) 的 一 组 基 g1,…,g; 称 为 是 
MEESE, WEW E | 
(gi g) = 0, z2Z Jj; “(gogo =l, 1=*< =< r. 
STO E: 8 ER #Ë q EH E [8] , Hi Z IBU RTE E [BJ EE S, S, CT”) — 
定 有 标准 正 交 基 . 本 节 的 目的 是 要 证 明 
定理 26.7 Sz.(T) 一 定 有 一 组 标准 正 交 基 , 其 中 每 个 元 素 都 是 
Hecke 算 子 的 联 立 特征 尖 形 式 . 
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为 证 明定 理 26. 7 先 要 证 明 三 个 引 理 . 实际 上 这 都 是 线性 空间 理 
le; rR 8 NIB 25 3. 

5| 理 26.8 设 n 是 给 定 的 正 整 数 .那么 ,So(T) 一 定 有 一 组 标准 
正 交 基 ,其 中 每 个 元 素 都 是 Hecke 算 子 T(x) 的 特征 尖 形 式 . 

证 设 815" sBr 是 Sar) 的 一 组 标准 正 交 基 9 


Tg: = D A8 1[Ki<Sr. 
由 此 及 定理 26. 2 推出 
À; = (T n)g g; = (g i T m)g;> = Ai。 
因此 ,r BERCA Hermite $E |Ë. hE RERA LURE.: 代 
数学 引 论 ,第 430 页 ,定理 4), 存 在 ~> 阶 西 和 矩阵 过 , 刀 满足 CC =I U 
和 它 的 转 置 共 斩 算 阵 的 滋 积 是 单位 矩阵 ) ,使 得 


À; 0 
saw = | °. | 0 = À, < À, < +-- < À. 


Ü 
81 £ 1 
: |=U|: 
Pr Er- 


给 出 的 gaoto g, 也 是 一 组 标准 正 交 基 , 且 满足 


£1 À, "HE: 
T(n)|: |= ES : | . (26. 18) 
£, Ü g, 


这 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
附注 ”容易 证 明 : 式 (26.17) 中 给 出 的 厂 ,…, (可 以 相等 ) 是 在 
Sz《T) 上 了 (n) 的 全 部 特征 值 . 车 f€ S; (TD ,T n) f= Af. i f=ag, 
十 … 十 arg. 我 们 有 
Af =ar gi 十 … 十 ar 在 ， (A—AJagi te + AA ag =O. 
由 于 £1 | ° "° TF 是 一 组 基 ,所 以 A 必 和 某 一 À; 相等 . 
引 理 26.9 设 % 是 给 定 的 正 整数 ,4 是 TCn) 的 一 个 特征 值 ， 再 


(26. 17) 
容易 证 明 ( 留 给 读者)， 由 
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is 
S>,>(T n, ,A) = {f € SaD: Tn)F = Af}. (26. 19) 
那么 ,Sz《T;n,4) 是 Sz(T) 的 线性 子 空间 ,有 旦 对 任意 正 整 数 mm 有 
TMf € S,(T;n,A), f € SylT;n,). (26. 20) 
特别 的 , 当 Sz(T;n,4) 的 维 数 等 于 1 时 , 它 的 每 个 元 素 都 是 联 立 特征 
RÆK. 
证 ”由 式 (25. 28) 知 
TODT MP) = Tom) TMf) = AT (mm)f), 
f € SulT;n, A). 
这 就 证 明了 式 (26. 20). 其 余 的 结论 的 证 明 留 给 读者 . 
引 理 26.10 设 是 给 定 的 正 整 数 ,Xn,43 是 工 () 的 两 个 不 相 
等 的 特征 值 . 再 设 
T@m)/f;, = AP, f, € SaD, j=1,2. 
那么 《有 1,f;) 二 0. 
证 ”由 定理 26.2 和 定理 26. 3 得 到 
APAs fd = TSi fd = (f. ,T m) fe) = AP Sifa). 
Wr (fo, f. 0. 
定理 26.7 的 证 明 对 给 定 的 整数 nl i T HERAA A+ 
FRERE AY, .由 引 理 26. 8( 及 其 后 的 附注 ),26. 9 和 
26. 10 知 ,Sz《T) 可 分 解 为 两 两 正 交 的 子 空间 的 直 和 : 
Sal) = Sain AS OD D San, AY). (26.21) 
由 引 理 26. 9 知 ,全 体 Hecke AF T' (m) (mèl) E| EGAT E [ij 
SaT in 22) EWART, Ar A, a #E BFS X PE TE A E 38 Tie. 例 
如 , 先 取 S; (T';n 7 ) 奋 其 中 每 个 尖 形 式 都 是 联 立 特征 尖 形 式 , 则 
讨论 下 一 个 . 28.38448 n An, EE S; CT; n, A rH 8 OE AS E 
T ) 的 特征 尖 形 式 , AHE, XL T DM S;,, (Tin, no ) 可 进行 完全 相 
同 于 对 TOO S, MERTE Æ S; (T;n,4) 再 分 为 两 两 正 交 
的 子 空间 的 直 和 ,其 中 每 个 子 空间 的 元 素 都 是 了 Tn') 的 特征 尖 形 式 . 
反复 这 样 的 讨论 ,所 得 的 子 空间 的 维 数 逐步 减 小 ,注意 一 维 子 空间 的 
元 素 一 定 都 是 联 立 特征 尖 形 式 ,所 以 ,最 后 一 定 可 把 Sj (T) 分 解 为 
两 两 正 交 的 子 空间 的 直 和 , 且 其 中 每 个 子 空间 的 元 素 都 是 联 立 特征 
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RER. 显然 ,每 个 子 空间 都 可 取 到 一 组 标准 正 交 大. 这 就 证 明了 所 
要 的 绪论， 


器 元 


1. 证 明 式 (25.127 和 (25. 17). 

2. 本 题 给 出 了 式 (25. 47) 的 直接 证 明 . 

G) W 是 素数 ,整数 & 上 满足 1 委 4< 和 如 一 1. 证 明 : 存在 整数 疡 满 

足 | 

kz — 1 

pz 

目 当 有 遍历 1,2,…,p 一 1 时 ,hh IRRD p 的 既 约 剩余 系 ; 

Gi) D p 是 素数 ,及 


$—i 
F,(z) = p?ACpz) + ZA 
k=0 


5 


za2A| d = À 


z +k 
etA) , 
证 明 : F(z 十 1) 二 F(z), 及 F,C—1/z=)==x=PF (z); 

Gi) 证 明 : F(z) 二 zr(p)A(z),T(1) 是 Ramanujan 函数 ; 

(iv) 证 明 : rep )=rlp)r(p)— prp, n221; 

(v) WEB: r(Cp =r rP DD) 一 pir(p” 21), 

2 之 2， (¿,p)=1; 
(vi) 设 整 数 n20, U, p)=1,p 是 素数 . 再 设 
g( n) = rP" — tO), 

证 明 : 4 222 时 ,g(x 十 1) 是 g(x) 和 g(x 一 1) 的 线性 组 合 , 进 而 推出 
EMEN, 

(vii) WEA (25.47). 


第 九 章 ” 同 余子 群 的 模 形式 空间 上 
的 Hecke 算 子 


本 章 是 继续 上 一 章 讨论 同 余子 群 的 模 形 式 空 间 上 的 Hecke 算 
子 , 所 用 的 方法 实质 上 是 一 样 的 ,但 情况 要 复杂 得 多 ,所 以 我 们 从 更 
一 般 的 Hecke 代数 观点 来 讨论 , 它 本 身 是 模 形 式 理论 的 一 部 分 . 
$ 27 和 S$ 28 的 内 容 与 3 25 和 8 26 是 平行 的 ,但 所 得 的 结论 要 弱 . 


S27 HATH Hecke 算 子 与 Hecke 代数 


设 半 群 SCEGL+(Z) , 同 余 子 群 P , "C x. 这 样 ,对 每 个 ce X, 
就 确定 一 个 双 陪 集 ( 见 式 (34. 22))PaICYE. 设 右 陪 集 分 解 为 ( 见 式 
《34. 21 ) ) 


I" al" 一 Ura, (27. 1) 

Fr k ERK. 这 样 , 类 似 于 (25. 2), 对 FEV ) 相 应 地 可 定义 如 
下 的 运算 : 

f >= |a |z > Can; J;. (27. 2) 

显 见 ,这 样 定 义 的 运算 与 (27. 1) 中 的 右 陪 集 分 解 代表 系 {ay)) 的 具体 


取 法 无 关 ( 为 什么 ). 因此 , 式 (27. 2) 定 义 的 运算 由 双 陪 集 Fa” 完全 
确定 ,我 们 可 以 用 以 下 两 种 符号 来 表示 这 同一 运算 ， 
T (Ta) — T(R ar k), [Tear], Lm > Ln; k, 
(27. 3) 
前 一 种 符号 是 左 作 用 于 f, 后 一 种 符号 是 右 作 用 于 f, 即 
T Aarf = T(T'aY”,k)f = f ° [l'aT” |], 


= J ° | lv Eon, 1) 
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d 
= Ja S f ° Cag; (27. 4) 


这 两 类 符号 各 有 优点 ,以 后 将 交替 使 用 . 容易 证 明 ( 留 给 读者 ): 当 
f€ V,(T') 时 ， 
T(T'ar”)f e[n = TTar f, 7 € r, (27.5) 
即 
x T(Tval”)f EVT, f EVT). (27. 5') 
因此 ,类似 于 完全 模 群 的 情形 ,我 们 引进 
定义 27.1 设 半 群 5CGL; (Z), FE] pt TË T T” X, K a€ >. 
由 双 陪 集 Faf“ 确 定 的 , 式 (27. 4) Br #5 H BJ3 SL PF 32 t EJ: TW T” 
的 模 函 数 空 间 V, (T ) 到 同 余 子 群 "的 模范 数 空间 Vi(I") 的 Hecke 
JE; r =r}, K 29 Ej £: + Et 卫 的 模 函 数 空间 Vr) 上 的 
Hecke 算 子 ,简称 为 同 余子 群 TÉ Hecke 算 子 . 一 般 的 , 设 ci，… ,cy 


J 
是 复数 ,a ，,… ,ay€ 2. 我们 可 定义 算 子 T= 2 cT T'a l”; 
j=1 
J 


J 
(FT Earn) S = DT aN), f EVT), 
j= 


(27. 6) 
它 也 称 为 是 同 余 子 群 T” AARAA V, (T” ) 到 同 余子 群 ”的 模 函 
数 空间 V, GT 7 的 Hecke 算 子 ; 当 一 王 TI 时 , 称 为 同 余 子 群 了 的 模 函 
数 空 间 V, T”) EB Hecke Z+ ,简称 为 同 余子 群 " 的 Hecke 算 子 . 
与 完全 模 群 的 情形 一 样 ,可 以 讨论 算 子 的 加 法 运算 ( 见 式 
(25.6) 一 (25. 8)). 所 以 ,全 体 这 样 的 Hecke 算 子 (27. 6) 组 成 一 个 加 
法 群 . 容易 看 出 ,包含 (TeaI) ,a€ 5 的 最 小 加 法 群 是 ， 


J 
HS, I,A = DT T aI"): c; € Z, 
j=l 


z € 5, j= 1y J € N). (27.7) 
通常 称 这 最 小 加 法 群 为 Hecke 算 子 群 . 特别 的 ,当下 = 区 时 ,我 们 记 

HOS,T sk) = HOGE,T ,I ,hk). (27.8) 
由 以 上 讨论 就 证 明了 


定理 27.1 Hecke AF T€ H(Z,T' ,IT 和 ) 是 CC 上 的 线性 空间 
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V," CAT), MT), sk S, (T'))2lJ ZË FE 2 [j V, (T”) CA, (T) , 
MT, S TRER T. 特别 的 , 当 T = "r , Hecke # + 
TEH (Z, ;k)Æ VI") (AT), MT), sk S, CT” )) 2 Ë K 
性 算 子 . 

%4 =I, H Z," OPAT T. T, 可 以 做 乘法 运算 

TTDI = T,(T', f). (27. 9) 

显 见 ,这 样 定 义 的 乘法 运算 满足 结合 律 , 且 乘 法 运算 和 加 法 运算 满足 
分 配 律 (为 什么 ). 与 完全 模 群 的 情形 一 样 ,我 们 可 以 讨论 这 样 的 问 
题 : HGT OFPRA TEREZA ENEA, E TT 是 否 也 
属于 五 (2,T ;k). 回答 是 肯定 的 ,但 证 明 并 不 简单 .这 就 是 下 面 的 

定理 27.2 Hecke ATRE H(Z,T” ;在 所 定义 的 加 法 运算 
与 乘法 运算 下 ,组 成 一 个 环 , 它 称 为 同 余子 群 T” 的 Hecke 算 子 环 . 

证 只 要 证 明石 (5,T;k) 对 乘法 运算 是 封闭 的 . 设 有 双 陪 集 分 
解 


di 


d, - 
[wall = U I“, Ta,l” = U I'a,T,,. (27. 10) 
t=1 m=] 
RIIET =T (T'a) =T (T aT ,k). HA (27. 4) 知 


d, 


T (a,)T (al) = | aa; |* 2" SD 3ramanal, (27.11) 


这 里 ,为 简单 起 见 , 略 去 算 子 [oj] 的 下 标 k 不 写 事实 上 ,以 下 推导 全 
和 无关. 对 以 下 did: 个 元 素 


OM ms 1< ¿I< d, 1=<m<d,., (27. 12) 
自 先 来 考虑 它们 属于 怎样 的 右 陪 集 
I", £ € GL; (Z). (27. 13) 


对 给 定 的 6EGL; (Z), A n ORRA W E U, FRIFRI Um) 
的 个 数 : 

ANAN € T'E. = (27.14) 
对 取 定 的 m, GA l= sd 使 上 式 成 立 , 则 必 有 í) = Ct). 这 就 
证 明了 对 给 定 的 及 取 定 的 m, 至 多 有 一 个 /使 式 (27. 14) 成 立 . 因 
此 nn(§) 就 等 于 满足 以 下 条 件 的 m 的 个 数 ; <md, FE 
l OSIS DERA. 14) 成 立 , 即 存在 ! ASSA) 
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Aom E Cau) T'E, 


亦 即 
I'a hamn C T'a M3 
这 就 证 明了 
nE) 一 Ta 中 包含 的 只 em 的 右 陪 集 分 解 式 
(27. 10) 中 的 右 障 集 的 个 数 . (27. 15) 
由 此 推出 ,对 任意 的 YET' ,有 
n(Y) 一 mn，ScEGL;CZ)， (27.16) 
设 4 二 a (&), 右 陪 集 分 解 
Er = Urey, (27. 17) 


由 以 上 讨论 知 , 在 这 两 两 不 相交 的 每 一 个 右 陪 集 67; 中 都 恰好 包 
含 了 7 式 (27.12) 中 的 nC(é) 个 元 素 ( 邑 个 数 与 7; 无关 ) ,这 就 推出 

dEn CE) = 所 有 满足 以 下 条 件 的 数 对 人,m) 的 个 数 ， 

ISS di, lm d, TYF'emn@q/,wn,P' = VET. 

(27. 18) 
显 见 , 仅 有 有 限 个 使 nC 不 为 零 ,因此 ,我 们 证 明了 : 一 定 存 在 
¿€ GL; (Z2),1<r<R ,f848 
TDT D= DnE 161 S Lo,]) 


o € AT" T" 


= Sn(é TE,) € H(Z,I';k), (27.19) 
HA 
> n(&)d(6.) = didz. (27. 20) 
这 就 证 明了 定理 . 
Hecke 算 子 是 由 双 障 集 的 右 陪 集 分 解 引 入 的 ,而 这 种 分 解 和 
是 无 关 的 .定理 27. 2 的 证 明 也 表明 了 这 一 点 , 即 Hecke 算 子 的 加 法 
运算 和 乘法 运算 的 性 质 都 是 和 上 & 无 关 的 . 实质 上 ,Hecke 算 子 的 加 法 


运算 与 乘法 运算 正 是 双 陪 集 集 合 的 某 种 相应 运算 的 反映 . 现在 ,我 们 
就 来 相应 地 引入 双 陪 集 的 某 种 “加 法 运算 ”与 “ 胰 法 运算 ”, 它 们 不 同 
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于 由 集合 的 “并 ”及 “自然 乘积 ”所 给 出 的 集合 运算 ,以 使 Hecke AT 
的 运算 与 双 陪 集 的 运算 之 间 建 立 一 一 对 应 的 关系 . 下面 就 来 讨论 这 
一 问题 . 

定义 27.2 设 半 群 5CGL; (2Z), 同 余子 群 [' ,”7VC X. 考虑 由 双 
陪 集 的 形式 和 组 成 的 集合 ; 


J 
HOZ," T” = | > c (aP); c; € Z, 
J=1 


a; € X,j= 1,--,J,J € N Ë (27. 21) 


其 中 系数 为 0 时 表示 这 项 不 存在 . 34 T" — T” 时 , 记 
H(Z,T') = H(E,T' ,TO (27. 22) 
在 H(G," H, TD) 之 间 建 立 如 下 的 一 一 对 应 : 
J J 


F. X cT TaI"; k) — > c (Ta), (27. 23) 
j=1 j=l 
Bp 
J J 
F| > cT A'a I";k) | = > (T'a p, 
j=l 


=] 
J J f 
F=] > c (Ta Tr") = > cT I'a T";k). 
J=1 j=l 


TTE HOZ, T”), E X T T: 的 "加 法 运算 ”中 为 : 


T, T, = F(F-1(T) + F-1(T,)); (27. 24) 
X =I", T T.C HOZ, BE, EX T T, 的 “乘法 运算 ”的 为 ; 
T, @T, = F(F 1(T,yF (TT)). (27. 25) 


这 里 要 注意 的 是 ,Hecke 算 子 的 符号 用 的 是 式 (27. 3) 中 的 第 一 种 符 
号 ,所 以 在 对 应 下 下 , 双 陪 集 的 形式 和 的 “乘法 运算 ”C9 的 次 序 与 
Hecke 算 子 的 乘法 次 序 相 反 ( 见 式 (27. 25)). 如 果 Hecke 算 子 的 符号 
用 的 是 式 (27. 3) 中 的 第 二 种 符号 , 则 两 者 就 一 致 了 . 

由 定理 27. 2 立即 可 推出 (具体 证 明 留 给 读者 ) 

定理 27.3 在 由 式 (27. 24) 和 (27. 25) 定 义 的 “加 法 运算 ”由 和 
“乘法 运算 ”的 下 ,由 双 障 集 的 形式 和 组 成 的 集合 H (2, ') JE — T 
M. F HE, TOMI HCE, T ;k) 是 同 构 的 , 式 (27. 23) 给 出 了 一 个 同 
构 对 应 . 通常 分 别称 它们 是 Hecke 代数 和 Hecke 算 子 代数 . 


k 
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当然 ,我 们 也 可 以 先 讨论 由 双 陪 集 的 形式 和 组 成 的 集合 
到 (2, 工 )， 相 应 地 在 其 中 引入 “加 法 运算 ”四 和 “乘法 运算 >”@ ,直接 
证 明 它 是 一 个 环 . 然后 , 反 过 来 推出 Hecke 算 子 集合 HT k) E 
一 个 环 , 且 两 者 是 同 构 的 . 这 些 讨论 都 留 给 读者 ,一般 模 形式 书 中 都 
年 这 样 处 理 的 ,但 我 们 的 途径 较为 自然 . 
应 该 指出 , 双 陪 集 作 为 集合 的 “并 ”运算 及 集合 的 “自然 乘法 " 运 
算 与 这 里 的 “加 法 运算 ” 申 和 “乘法 运算 ”@ 的 差别 是 在 于 后 者 是 按 重 
数 计算 的 ,这 是 与 算 子 的 运算 相对 应 的 . 例如 ,作为 “乘法 运算 ”@ ,我 
们 有 
(Var’) W TaT) = Sya, ACET”). (27.26) 
但 作为 矩阵 的 集合 的 “自然 乘法 ”， 我 们 有 
(op GPa) = Aar aT) = 2, $, I”). (27.27) 


这 样 , 如 果 知 道 了 式 527. 27) ,为 了 求 式 (27. 26) 就 是 要 去 确定 各 个 
n(é,). 
RRK, H, TOMI HS, T 着) 不 一 定 是 交换 的 ,但 我 
们 有 下 面 的 
定理 27.4 iÉ ZC GL (Z), F| # f Ë U" X. 车 存在 
GL; (Z) 的 反 自 同 构 a Fa* : (ap) =p a* ,使 得 
(I'al”)* = P'al”, a€ š. (27. 28) 
BB Z HGT GOM H (Z ,T” ) 都 是 交换 环 ， 
证 显然 只 要 证 明 其 中 一 个 是 交换 环 . 我 们 来 考虑 HT), 
证 明 乘法 运算 "是 交换 的 . 首先 来 证 明 作 为 集合 的 “自然 乘法 ” ,我 
们 有 
Mal aT) = aA aT), aQ, C 2. 
(27. 29) 
H A (27. 27) 及 条 件 (27. 28) Il 
A'a) (TaD )= Aa PaP) = (ToaT) TT or D)" 


R * R 
>a) | = K Er). 
r= 1] r=1 
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由 此 及 式 (27. 27) 就 推出 式 (27. 29). 因此 有 
(T'a,") O TaT) = Sn DAET. (27.30) 


这 样 ,由 此 及 式 (27. 26) 知 “乘法 运算 ”9 的 交换 性 归结 为 证 明 ， 
n' (£) = nE), 1=< r< K. (27. 31) 


由 定理 34. 2 知 , 双 陪 集 的 左 、 右 陪 集 分 解 可 取 相 同 的 代表 系 , 即 可 取 


I'a I” = Ü I” au = Ù aul”, 
f 
Pa" = U I ayn = ý a, T”. 
m= 1 m ==1 
利用 条 件 (27. 28) 可 得 


LI'a TY = Ura: Qj = -Uair , 
f 
Faj = l) TI” a», = a, T. 
m=} m=] 
由 以 上 各 式 及 式 (27. 18) 知 ， 
d(é$.)n($,) 二 所 有 满足 以 下 条 件 的 数 对 {,m} 的 个 数 ，; 
ISLS dy’, 1<m=m=<d,, D'auti” = FET, 
dEn CE) =A W EA FRRO Umi W] e 38; 
1</<q, 1<m=<d,, Dapati 一 有 ET. 
由 此 及 条 件 (27. 28) 就 推出 式 (27. 31) ,证 毕 . 
下 面 我 们 来 讨论 几 个 重要 的 特殊 情形 , 即 选取 ( 见 式 (34. 6) 和 
(34. 14)) 
SS= MON,r), DV = MG;N,r) = TN,r); (27. 32) 
SZ= MN,r), P' = M(N,r) = P. (N,r). (27.33) 


我 们 记 
La FoNN sr); 2k) =T OCN ,r)al, (N ,r);2k), ac M(N.,r), 
(27. 34) 
T(e,P (N ,r)y;k) = T(T. (N ,r)al (N ,r);Ë), <a € M(N,r), 
(27. 35) 


HEN ,r)y;2k) = H(M(N,r),T, (N ,r);2k), (27. 36) 
H (Po O(N,r)) = H(M(N ,7) ,ToCN ,7)), (27. 37) 
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以 及 
H(T.(N,r);k) = HO(M (N ,r,DT (N ,r);b), (27.38) 
H(T,(N,r)) = HOMICN ,7) ,TN ,7)). (27. 39) 
这 样 , 由 定理 27.4 及 定理 34. 8 ,34. 6 立即 推出 (具体 推导 留 给 读者 》 
定理 27.5 G) HOoCN,r); 2k), HOT ON,r) ;Ek), HDN, 
rR HTN, DREZI; 
Gi) # e€ MG;N ,r) , WA 
T (a, DCN ,r);2k) = TI ,n/l T(N ,r);2Ë) 
一 [>T (1, n/P; P CN ,r);2k); (27. 40) 
(iii) # a€ M: (an; N r), W 
Ta, (N sr); k) f =T U,n/L; (N ,r);k) f 
= PTA, n/L; TI (N ,r);k)(f ° [CD ); 
(27. 41) 
其 中 
l = gcd(a), Cjn, CU,N)= 1, (27. 42) 
v H34. 38) 给 出 ,以 及 


Q 
T lasd; (N r); 2k) = r| Ë ° yav, 22| ， (a,N) = 1, 


(27. 43) 


0 
T(a,d; (N ,r);k) = T al? AEO ， (a, N) = 1. 


(27. 44) 
进而 ,由 定理 34.7,34. 9 和 34. 10, 推 出 (具体 推导 留 给 读者 》 
定理 27.6 设 是正 整数 ,并 记 右 陪 集 分 解 代表 系 

B = {DNr Mo;N,r)}, B= {TN,r)\M an; N,r)}. 
再 设 Hecke 算 子 
TasToCN,r) ;2k) = nt > [oJ (27. 45) 


s€ B 


Tn;l, (N ,r);Ë) = 1%2 1 >》 [o]. (27. 46) 


e€ B, 
那么 ， 
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Tn; P(N ,r); 2k) € HON ,r);2k), (27. 47) 
T(n; (N r); ;k) € HUCN,r);k), (27. 48) 
且 有 
TToN,r);28)= > TU,n/lsTo(N,r);2k) 


l ln, d, N)=1 


y] 
a|z, ía, N)=1 
b 


aja) 


a rb 
0 n/a 


2k 


TnT (N,ryk)= > TOU,n/UTICN,r);k) 


(27. 50) 


— pt/2—1 > v(a) 
al|n, (a, N)=1 


b(mod n/a) 


类 似 于 定理 25.3 有 (证 明 留 给 读者 ) 
定理 27.7 G) `4/CN,G,N)=1 时 ,有 
Tai, dI DCN sr); 2k) = 2—2T Ça d DCN or); 2k), 


(27.51) 
T(al,dl T (N ,r);k)f = PT Ca, d;i T (N ,r);k)(/ ° [v QD ],) 
= F 2 (T (a,d;T A (N ,r);Ë)f) ° [v Q) 1. (27. 52) 
特别 的 ， 
TC, CN sr); 2k) f = 2-2 f, (27. 53) 
TAU, T ON sr); k) = OECS ° WOD]. (27. 54) 


G) TG, DT, ON,r); 28) 
= > (d)d#-*P (n/P; (N ,r);2k); (27.55) 


d |n,(2,N)=1 


TAa; rN, r); 
= 2, MKDËPOT APN, SRF» D]. 
d |n, (d, N)=1 
x (27. 56) 
此 外 ,Gii) 4 FEVT N, r DIt, E 
f ° Lo € VTN, r)), c € DCN,r). (27.57) 
下 面 我 们 直接 来 研究 了 Gn; DCN, ,r);24),T' m DT I ON r); 4)69 
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性 质 , 并 简 记 
T@m;D, (N ,r)) = T(n; Da(N,r) ; 2Ë ) ° (27. 58) 


TFN ,r)) = Ta; Y (N ,7);k). (27. 59) 
方法 和 结论 与 3 25 中 直接 讨论 Ta EE, (H3⁄ R. 先 来 讨论 
T Cn; oN rr))， 

定理 27.8 我 们 有 
Tem; (N ,r))T (a; (N ,7)) 
一 > g Tmn/g’; TA (N.r)) 
glonn), (g,N)=1 


= >; gT lesg; o (N ,r))T(m>n/g2 S (N ,r2). 


g|(m,n), (g, N) = 3 


(27. 60) 
因此 ,Hecke AET u (N ,7)) 的 乘法 是 可 交换 的 . 特别 有 
Lm PN, rT a;r (N sr) = TOmn;TN ,7)), 
(m ,n) = 1. (27.61) 
证 由 式 (27. 49) 得 ( 略 去 算 子 [Loja 的 下 标 不 写 ) 
T(m; ToN, rT a; DON ,r)) 


= n 
8) In, (a, N =l 0 n/a, 
b mod n/a) 
Ay rb, 
| mio 5 | | 
a, |m, (a, , N)=1 Ü > /a; 
b mod m/a, 


ia, r(ab, + mb,/az) 


| 


= (mn)! ED 


a,b, az, mn /a,a; 


(27. 62) 
设 (ai m/a,) =g, = ga, m= gm! ,n= gn! ,我 们 有 
(g, N) = ], a, |m' ° K (ai ,m' /a,) = ]. (27. 63) 


由 此 及 上 和 式 推出 
Tm; oN rT (n; CN rr)) 


=o 5 > 5 


gim, D a, P (ai  N)=1 a, lm’ (as, N)=1 


(g,N)= 
b) modni /a b 2mod gm /a,, 
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iS 

0 g 0 m'n' / laaz) 

其 中 求 和 条 件 x 表示 al ,as 满足 式 (27. 63). 进而 有 
Tm; oN, rT ín; P ON 7r)) 


a, rb, 
= (mn)! > > kall 


gl(m,n) 


aa, r(a,b, + m' bi /a;) 
> (27.64) 


x az rb, 
° > | | J). (27. 65) 
a, sÈ, Ü m' /a 
容易 看 出 (为 什么 ) 
22. > l U ZJ 
b,mod gm' /ay 0 ma |; = 0 1 0 m /as | 
(27. 66) 
因此 ， 
T n; CN, rT m P, ON rr)) 
- mH EEDS I 
£ s a, b, a, b mod n’ /a] 


f 
a, rb, 


0 m /a’ 


1 rs 


0 1 


iB zb; | | 
0 n'/a, 
— oo 三 > 
iB rp | | 
0 n' /a, 


a> rb, | 
0 m'/a, 

(27.67) 
注意 到 对 固定 的 * fl al, A btas 同时 遍历 模 n'/a; 的 完全 剩余 
系 , 以 及 (为 什么 》 


f ° | > iñ r(b, | 
bmodn/a LO 7 /ai 
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1 rs’ 
RA |! 
Z /al 0 1 


a, rb, | 
=s | > | 小 J € V,(T, (N ,7)), 


b, mod n’ /ai 


a, rb. 
0 mn'/a, 


0 m/a, 
(27. 68) 
其 中 已 88 Pi 8S n/a, 的 一 个 完全 剩余 系 ,s' 由 b fll b, 确定 . 这样 就 


有 
T(m; oN ,7r))T (n T CON ,7 )) 


= mm Ye >; 


£ a|", (a, N)=1 a, |m' , (a, ,N)=1 


mod ”' Ja’ b „mod m /a, 
| aja, r(a,b, + m'b,/az) | (27. 69) 
0 | m'n' / (a'as) | | 


由 求 和 条 件 (27. 63) 推 出 : G) alb, mb /a: Wa P Eš m! n' / Ca as) É 
完全 剩余 系 的 充 要 条 件 是 bsb: TIADA n/a , 模 m' /a 的 完全 
HRA GD 对 任 一 a|m'n' 必 可 惟一 分 解 为 (为 什么 ) 


| d t 
a = aaz, a| m, (asm /a)=1, K alr. 


(27.70) 

这 样 ,类 似 于 上 式 的 推导 过 程 , 由 上 式 得 
T(m; oN, r DT nr (N ,r)) 
a rb 
oo 
í PR: 2 0 m'n'/a 

(g,N)=1 b mod pr =! /a 

(27.71) 


由 此 及 式 (27. 49) 和 (27. 53) 就 推出 所 要 结论 , 证 毕 . 

类 似 于 由 定理 25. 5 推出 推论 25. 6 和 25. 7, 由 定理 27. 8 可 得 
到 相应 的 推论 (证明 留 给 读者 ). 

推论 27.9 EEEX., p 是 素数 . 那么， 

G) 3 NBF,T(0 Do (N,r)) 是 TCFoCVr)) 的 /次 整 系 


” 数 多 项 式 ，; 
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Gi) 34 ó|N 时 ， 


T; rN ,7)) = T'(e To (N,r)); (27. 72) 
VI K Gü) T m; Tu (N ,r)) A £ $ BJ É zK Dirichlet 级 数 有 如 下 的 
Euler 恒等式 成 立 : 


DTT (N,r))n : 


n=] 


= [|| a= TETN, rp + PT(p,p TN rp 


x [| a — T( 0; u(N,r))0 2). 


P| N 


(27. 73) 
因而 ,Hecke 算 子 环 H(T; (N ,r)) X=H(Ty(N ,r);2k))ËE:- Hi 
T(p; FCN ,r)), T(p,p o (N r)), PIN; 
T(p lo O(N,r)), pIN (27.74) 
生成 的 多 项 式 代 数 . 
下 面 来 讨论 Ta T (N ,7)), 我 们 将 得 到 与 工 (rn ;To CN ,7)) 完 全 
一 致 的 结论 , 且 所 用 的 方法 完全 一 样 , 要 注意 的 只 是 这 里 会 出 现 一 个 
因子 v) (O M aK (27. 41)). 
定理 27. 10 我 们 有 
T(m; OCN, r DT (n; (N ,r)) 


= > gT(mn/g*;I I (N ,r))T(g,g; CN ,r)) 


g|(m,n),(g,N)=1 


= > gT(g,g;T I (N.,r))T(mn/g2; T (N r))， 


g|(m,n) ,(g,N)=1 


(27.75) 
因此 ,Hecke AF T n; CNV,r)) 的 乘法 是 可 交换 的 . 特别 有 
Liem; OCN, rT (n; (N ,r)) = T(mn;T (N ,r)), 
(m,n) = 1. (27.76) 
证 类 似 于 式 (27. 62), 由 式 (27. 50)( 略 去 算 子 [oji 的 下 标 & 不 
写 ) 得 
TG m; li (N ,r))T'@n;D, (N ,>)) 


ay rb, a; rb, 
= (mn)? 区 < | xa )| | 
人 i 0 nja í O m/az 


b) mod n/a) bomod ma, 
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= (mn)! > [v(a,) | 
2, 5. 


a, rb, 

O wa 
a, rb, 

0 p 


| (27.77) 


b 
gilera mae] 


ab, 


= (mn)*2-1 > `[v(a,) J o (S| ra) 
az +b, 


a, rb, 

| | 0 m/a 
最 后 一 步 用 到 了 : 对 固定 的 az, 
a rb, a, rb, 
0 n/a f Ü Jwan) 
间 为 TN, OM G ; N 的 右 陪 集 分 解 代 表 系 ,以 及 式 (27. 57) GE 
AA: 这 一 点 将 在 以 后 反复 用 到 并 不 再 说 明 , 这 是 与 定理 27. 8 不 同 之 
处 ). 进而 ,利用 式 (27. 62) ~ (27. 65) 的 推导 方法 (符号 意义 亦 相 同 ) 
得 到 

T(m; ON ,r))T in; CN ,rr)) 
= (m) >” 之 ， [by(a2)] 


g|Gn,n) a,lm',(a,,N)=1 
(g, N)=1 b mod gmr /a, 


` 2 vai | 
'N)=1 


I , f 
aln 《Ga] 


| 
[en | | 和 |” Ga,)v(a)) 


d 


O 712” /Qi 


由 此 再 利用 式 (27. 65) — (27. 67)? 的 推导 方法 (符号 意义 亦 相 同 ) 推 
出 : 
Tm; iN, r DT a; ON ,r)) 


= (mn 2, 2, 2, 2 [v(aOv(ag)] 
' b mod m' /a, 
do rb, 


区 | (m,n) s mod g a,im', (a, ,N)=1 a 
f i 
| a, r(b, + a,s) | | 
> i . 
bmod n’ /a] 0 n' /ai 0 m' Ja, 


(g,N)=1 
进一步 利用 式 (27. 67) 一 (27. 69) 的 推导 方法 (注意 ; 式 (27. 68) 中 的 


1 
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条 件 fEVa CN. r DVA FEVT N, rD. EERBARE 
义 相 同 )， 
Tem; CN ,r))T@; T CN ,7)) 


= (mn) > g[v(g)] ° D [LrCa1a2)] 


a, b, a) 


5 | W r (ab, + rra) 
与 mod /a} $ m'n' / (aaz) | 


最 后 ,利用 式 (27. 69) 一 (27.71) 的 推导 方法 ,由 上 式 得 
Tn; DN, rT m; D CN ,7)) 


= (mð D gba]. > wa 


aim n (a N) =] 


a rb 


0 m'n'/a 


e | 


由 此 及 式 (27. 50) 和 (27. 54) 就 证 明了 定理 (这 里 要 用 到 式 (27.77) 后 
的 志明 )， 

由 定理 27. 10 立即 得 到 (证 明 留 给 该 者 ) 

推论 27.11 i8. 是 正 整数 ,z 是 素数 .那么 ， 

G) 46 IN BF, TDN, r) 是 TCpmCVr)) 的 /次 整 系 
数 多 项 式 ; 

(ü) 当 piN 时 ， 


T(p DT ON ,7)) = Ti(p ;TN ,r)); (27. 78) 
以 及 (Gi) T n; T CNr)) 为 系数 的 形式 Dirichlet 级 数 有 如 下 的 
Euler 恒等式 成 立 ， 


ST aT CN ,r))n ° 


n=l] 


= || Qa— T:N, rD + pT(p,p N, r) p 


x J| — Tp; T (N,r))p 2) 1. (27.79) 


PIN 


因而 ,Hecke 算 子 环 HIN, r) (= H(T, (N ,r) ;28)) 是 由 
T(p; (N, ,r)), T(p,p T IGN,r)), PIN; 
T(p;D (N ,7)), pIN 
生成 的 多 项 式 代数 . 


(27. 80) 
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我 们 已 经 清楚 看 到 定理 27.8 和 定理 27. 10 的 证 明 是 完全 平行 
的 .这 实质 上 是 由 这 两 个 Hecke 算 子 环 ( 即 Hecke 代数 ) 是 同 构 所 决 
定 的 . 请 读者 自己 找 出 两 者 之 间 的 同 构 对 应 , 即 证 明 

定理 27.12 Hecke 代数 H(T; (N ,7)) 和 五 (TCN,r)) 是 同 构 
这 样 ,定理 27. 8 和 27. 10 就 只 要 证 明 一 个 ,而 另 一 个 就 由 此 推 
出 . 这 是 一 个 理解 同 构 概 念 及 其 重要 性 的 很 好 例子 . 

讨论 同 余 子 群 Hecke 算 子 的 另 一 途径 是 从 所 谓 “ 模 点 函数 ”( 见 
第 五 章 问题 8,9) 的 角度 来 讨论 ,参看 LNK ,第 三 章 ç 5]. 


$ 28” 同 余子 群 的 Hecke 算 子 的 目 伴 性 、 
尖 形 式 空 间 的 正 交 基 


Š 26 证 明了 完全 模 群 的 Hecke 算 子 是 Petersson 内 积 的 目 伴 
算 子 ,这 一 结论 能 否 推广 到 同 余子 群 的 Hecke 算 子 上 去 呢 ? 两 者 情 
形 有 所 不 同 ,主要 是 由 于 对 一 般 同 余子 群 定 理 27. 4 并 不 一 定 成立 . 
本 节 讨 论 同 余子 群 TOCN ,rr) 和 TICN ,rr), 对 它们 来 说 ,回答 基本 上 是 
肯定 的 ,差别 在 于 仅 当 (la|,N)==1 及 (n,N)==1 时 ,对 相应 的 
Hecke 算 子 这 一 结论 才 成 立 ( 但 形式 有 差别 ). 本 节 的 证 明 方 法 仍 是 
利用 双 陪 集 理 论 , 与 § 26 相同 . 此 外 ,也 要 讨论 由 相应 的 联 立 特征 尖 
形式 组 成 的 标准 正 交 基 . 先 来 讨论 同 余子 群 T,CN ,r) 的 Hecke 算 子 . 

定理 28.1 G) f,g€ My(To(N,r)), 且 至 少 有 一 个 是 尖 形 式 ， 
以 及 aE MON,r). 那 么 , 当 (|a|,N) 二 1 时 ,有 

‘Tl(asPoN,r)) fe) = (f,T la, FCN, re}, (28.1) 
BU Hecke AF T (e, (N ,r))((|a| , N)=1)E Petersson 内 积 的 自 
FAT; 

Gi) 在 尖 形 式 空 间 S, (o CN ,r))rBR,T la, DCN, r)) CCa], N) 
二 1) 的 特征 值 是 实数 . 

证 ” 先 来 证 (i). 设 有 双 陪 集 分 解 


n(a) 
L ON, ,r)al (CN ,7) = U Io (N ,r)amn,;, 
.. 1=1 
7; € P ON,r), 1=< < n(a). 
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利用 定理 21.10( 取 二 ToCN,r)), 由 上 式 得 (类 似 式 (26. 2)) 
CT@e, o, (N ,r))/ eg) = n(a) jati f,g ° [La la), 


(28. 2) 
其 中 a= |ala (C21. 17)). 由 定理 34. 6(i) 知 ， 
DCN ,ra (N,r) = P,(N ,ra TN ,rr). 
因此 有 
n(a) = n(a), Tla,DN,7)) = T(a,ToN ,7)). 
(28. 3) 


另 一 方面 , 同 式 (28. 2) 一 样 可 得 

(fT (a,ToN,T))) = nla ja S, g ° Ca]a). 
HA EZAR E ZS Ye. 下面 来 证 Gi). 设 f€ SulTo(N,r)),4 是 
复数 ,及 TC(a,ToCN,r))f 二 4f. 在 式 (28. 1) 中 取 g 二 f, 由 式 (28. 1) 


推出 A= A, El 4 是 实数 .证 些 . 

定理 28.2 G) 设 f,gE€Mx(To(N,r)), 且 至 少 有 一 个 是 尖 形 
A.Kln, N)=1. 那么 有 

(Tm; D, (N ,r))f, g) =J, TToN,r))g), (28.4) 

Bj Hecke AT T; L, (N ,r))(G@,N)=1)E Petersson 内 积 的 自 伴 
算 子 . 

(ii) ÆERÆ R ZM] Sx(ToCN,r)) 中 ,TCFoCNr))(CN) 一 
1 ) 的 特征 值 是 实数 . 

证 G) 由 定理 28.1 及 式 (27. 49) 的 第 一 式 推出 . Gi) 的 证 明 同 
定理 28. 1(ii). 

关于 标准 正 交 基 有 下 面 的 结论 . 

定理 28.3 人 尖 形 式 空 间 9Sx(CPoCN,r)) 一 定 有 一 组 标准 正 交 基 ， 
其 中 每 个 元 素 都 是 Hecke 算 子 TaiFo(CN,r))(,N) 一 1) 的 联 立 

定理 的 证 明 过 程 与 定理 26.7 完全 一 样 , 需 要 类 似 的 引 理 
26.8—26.10,3F f T a; Tu (N ,r))4 T Q) ,不 同 之 处 仅 在 于 原来 
的 所 有 推导 在 这 里 仅 当 满足 条 件 (*,N) 二 1 时 才 成 立 . 详细 的 证 明 
留 给 该 者 ， x x 
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现在 来 讨论 同 余子 群 P. QN ,r) 89 Hecke AF. 
定理 28.4 设 f,gE€EMi(TI(N,r)), 且 至 少 有 一 个 是 尖 形 式 ， 
以 及 aEM (n, Nr). IBA, n, N) =1 时 有 
(Te,D, (QN ,r))f, g> = ¿(f ° yn) Tea DN re), 
(28.5) 
其 中 (n) H zÑ (34. 38) 给 出 . 
证 显 有 ,vn)a€E Mn;N,r), 这 里 a 二 |ala 1( 见 式 (21.17)). 
由 定理 34.6C0) 知 ,TCN,r)aDT(N,r)= 二 TC(N ,7r)v(n)aI(N,r). 因 
而 有 
TO Oa,T (N ,r)) = TOa,T (N ,7)). (28. 6) 
同 定 理 28.1 的 推导 完全 一 样 , 利 用 定理 21. 10( 取 太一 也 (N,7)) 就 
可 得 到 式 (28. 5). 具体 推导 留 给 读者 . | 
由 定理 28. 4 及 式 (27. 50) 的 第 一 式 立 即 得 到 
EH 28.5 设 f,g€Mi(II(N,r)), 且 至 少 有 一 个 是 尖 形 式 ， 
R(n, N)=1. 那么 有 
(Ta; rN, rÐ, g) = (f ° [Ya] TD CN rg). 
(28. 7) 
比较 定理 28. 1,28. 2 和 定理 28. 4,28. 5, 可 看 出 对 FoCN,r) 的 
Hecke AFM TiCV,r) 的 Hecke 算 子 在 ' 自 伴 性 ?的 形式 上 有 明显 的 
不 同 , 即 多 出 一 个 运算 [y(n) ,是 不 对 称 的 .但 我 们 有 下 面 的 定理 . 
定理 28.6 G) 设 f,g€ Mi(To(N,r),X), 且 至 少 有 一 个 是 尖 
形式 , (nN) 二 1, 及 c= 二 X(n) (cs 取 定 一 值 ). 那么 有 
(Ent (e D (N ,r))f,g)> = (f, CT la; (N ,7r))e), 
(28. 8) 
(Cen aN, rD g) = (f, CT ;TN ,7))g), 
(28. 9) 
即 Hecke A-F c,T' (a; (N ,r))((|a |, N)=1)K caT aD (N ,r)) 
((n, N)=1) Æ Petersson 内 积 的 自 伴 算 子 . 
Gi) Æ RÆ R Z E Si(ToCN,r), Z) P, ¿T Ca; PI (N, r)) 
((|ja| ,N)=1)K cATn;TICN,r)) (Cn,N)==1) 的 特征 值 是 实数 . 
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证 ”我们 讨论 r=1 的 情形 ,一般 的 留 给 读者 . 由 性 质 15.16 知 ， 
f€ M,(Ts (N ,r),X)BF, 8 f ° [=XCa)A 由 此 及 式 (28.5) 利 
(28.7) 就 分 别 推出 式 (28. 8) 和 (28. 9). (i) 的 证 明 留 给 读者 . 

因此 ,关于 标准 正 交 基 有 下面 的 结论 : 

定理 28.7 人 尖 形 式 空 间 S,CT'U CN,r),2X) 一 定 有 一 组 标准 正 交 
其 ,其 中 每 个 元 京都 是 Hecke AF cT n; u (N ,r))(G@ NI 一 1) 的 
联 立 特征 尖 形 式 . 

定理 的 证 明 过 程 与 定理 28. 3 相同 , 留 给 读者 . 


加 2 


1. 写 出 Sa (To (N)) 和 Ma (To(N)) 的 维 数 公 式 , 并 具体 求 出 
1<k<8,1<N=<12 时 它们 的 维 数 . 

2. 证 明 : ACz),A(2z) 是 S1, (To(2)) 的 一 组 基 . 

3. 设 JEM: T(N), X), | 是 正 整 数 . 证 明 . 

f° [Bo J), € M,(T, (NI) ,xX). 

4. (n, IN)=1,fC€ M,(T (N .r),X). 证明; 算 子 [Bj; ME 

T Tn; DP CON ,r)) Hu] = #a ,Bll 
(TG L (N ,r))/) ° [Ba J), = TG; CN, ° [Bo J.D. 

5. G) 设 rIN,f(z) 是 ToCN/r) 的 Hecke f T (n), n, N) = 
1, 的 联 立 特征 形式 .证明 ， f(rz) 是 TCN) 的 Hecke HF T' (n), 
(n, N)=: 1 ,的 联 了 并 特征 形式 . 

Gi) 证明: A(Cz),A(2z) 都 是 ST) EHI Hecke 算 子 T(x)， 
(n,2) 二 1, 的 联 立 特征 形式 , 且 有 相间 的 特征 值 . 

6. (n, N)=1,r]| N. 证明、 

TOS) ° [Beah =T ° [B J), f € SAToCN/r)). 

7. É X modgex’' mod q * (符号 意义 见 式 (35. 12)). 再 设 gd 
WE q* ccd 以 及 宛 mod q'e> y" mod q*. BEHH; 由 f(x) € 
Si(Tolq'),X) 可 推出 fdz) ES. Tol), X). 

8. 在 上 面 第 7 题 的 符号 下 , 记 S(ToCq),X) 中 由 所 有 满足 f (z) 
€ Sol X), XF r A P, RERI q' 二 4,q" 1g',dq'1g 所 给 出 的 
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f(dz) 组 成 的 子 空间 记 作 8$S (Tv (q), x). 它 的 正 交 补 空 间 记 作 
S, (To(g),X). 证 明 ， 

G) 在 Hecke AF T (a), Gn ,q)=1 的 作用 下 ,S* I S 均 保 持 
不 变 , 且 各 具有 一 组 由 了 (x),(n,g)= 二 1, 的 联 立 特征 形式 组 成 的 正 交 
基 ， 

Gi) WEBA: dimSy (T, (2))= 0. 

可 以 证 明 : 在 St” (To (q), OPRA BMA T Qn )ÉJ IK SF F AFJE, 
式 组 成 的 正 交 基 , I] 2 më Ea il 28 tF n ,q) = 1. 


第 十 草 ” 模 形式 与 Dirichlet 级 数 


模 形式 理论 的 重要 组 成 部 分 是 讨论 模 形 式 与 L 函数 的 关系 . 本 
章 对 此 作 了 初步 讨论 , 即 在 § 30 和 3§ 31 分别 证 明了 Hecke 定理 和 
Weil 定理 . Æ Š 29 讨论 了 模 形 式 的 判别 及 其 Fourier 展 式 的 系数 估 
计 , 这 既是 为 后 两 节 作 准备 ,也 因为 它 本 身 是 模 形式 理论 的 重要 课 
题 . 


$ 29 ” 模 形 式 的 判别 及 尖 形 式 的 Fourier 系数 估计 


本 节 要 讨论 对 给 定 的 同 余子 群 卫 的 模范 数 如 何 判别 它 是 和 否 是 
一 个 模 形 式 或 尖 形 式 ,以 及 如 何 估计 模 形 式 和 尖 形 式 的 Fourier JÉ 
式 的 系数 ,后 者 是 一 个 极为 重要 需 进一步 研究 的 问题 . 

定理 29%.1 设 g 是 正 整 数 ,f(z) 在 H 内 解析 ,在 无 穷 远 点 有 
Laurent 展 式 


f(z)= > a,e24, x € H. (29.1) 


如 采 存 在 正 数 e, u, EX] Rez 一 致 地 有 
f(z) < exp(2z=(1 — e)Imz/q), Imz 一 十 ceo， (29.2) 
及 
f(z) < (Im>) Z, Imz = 0 (29. 3) 
成 立 , 那 么 
ân = 0, NLO; a <x, n Èl. (29. 4) 
证 ”对 任意 的 整数 n K z = z +iy € H 有 


zo +q . 
a, = + | e =a f(z)de K ewe max |f + iyol. 
q 


q To TSTST 
(29. 5) 
当 xz*<<0 时 ,由 此 及 条 件 (29. 228 
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a, < exp(2r(n + ] — ey0/9) > 0, yo 一 十 co; 


当 nl 时 ,由 式 (29. 5) 及 条 件 (29. 3) 得 
a, < e? y E < n”, y = n. 
由 以 上 两 式 就 推出 式 (29. 4). 
下面 的 定理 实质 上 是 定理 29.1 的 道 定理 . 
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EH 29.2 设 v 为 一 正 数 , 复 数列 am 一 0,1,2,…，, 满 足 


a, Kn’, n2>1. 
那么 
G) f(z) = >, eit/ 
E H AI, HE H WE 有 限 闭 集 上 绝对 一 致 收敛 ; 


Gi) f(z) 对 Rez 一 致 地 有 
f(z2) < (Imz), Imz -> 0， 


J (z) — a, < e "me Imz — + co, 
证 利用 三 基数 的 性 质 ( 见 性 质 36.2) 


lim— -Po 上 +1)， 
ni—* OO — Vv — ] 
《一 o| | 


n 


由 条 件 (29. 6) 得 


yy] 
a, < (— i)” | 


?1 


因而 有 


一 | sa 一 2 一 二 
> | z, ea] < >` (一 "| Je 
nco a0 n 


= (1 一 e74) Tl, 
这 就 证 明了 (i). 利用 熟知 的 估计 式 
| — e K y/q, y——+ 09, 


由 上 式 推出 式 (29. 8). 利用 式 (29. 10) 有 


(29. 6) 


(29.7) | 


(29. 8) 


(29. 9) 


(29. 10) 


一 "一 1 
| f (z) 一 ao | < 5S | r Je < e 24. 
n 


n=} 
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这 就 证 明了 式 (29. 9). 
定理 29.3 设 整 数 k>3,f(z)fE H 内 解析 ,是 同 余 子 群 ,以 


及 满足 
f elo) = f, oer. (29.11) 
那么 , 右 存 在 正 数 y, 使 对 Rez 一 致 地 有 
J (z) Imz) “, Imz— 0 (29. 12) 


成 立 , 则 FEMT), ARA <k Rr, f€ S, T"). 

证 rocr ,由 条 件 (29. 11) 知 7 0z+qg)= f(x), 8 B 
式 (29. 1) 成 立 . 显 见 ,定理 的 第 一 部 分 就 是 要 证 明 , 当 条 件 (29. 12) FË 
立时 ,jz) 在 每 个 尖 点 处 都 是 正则 的 . 先 考虑 有 限 尖 点 一 s/r,r 守 0， 
(7r) 一 1. 此 时 必 有 «ET, IË a Gco)= —s/r. f ÆRE —s/r 处 的 性 
质 就 是 f ° [a J, ERS ice 处 的 性 质 . W WL. f ° [a], 亦 有 形 如 式 
(29. 1) 的 展 式 (为 什么 ) 

f ° [ahe = > bhen, z € H. 


Fg = — C 


对 zo= £o iy € H, XMF K (29. 5) 
b, < e max |f° [allz + iyol. (29. 13) 


注意 到 所 取 的 a 必 为 
— u 
a= | ler, 
T Ç 


f ° [a (z) = (rz + v) “f(a(z)). 


故 有 


利用 
Irz + o| ~rimz, Imz =+ co， 
Ima(z) = Imz/|rz + v|? ~ GImz) '!, Imz =+ œ, 

(29. 14) 

由 上 式 及 条 件 (19. 12) 得 到 

f ° [allz) < (Imz) 一 (Ima(z)) “ < (mz), Imz 一 十 œ. 

(29. 15) 

由 此 及 式 (29. 13) 就 推出 

b, = 0, # n< 0; (29. 16) 


S29 BJ X 69 3] p] Z K 3 <. 69 Fourier 系数 估计 263 
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b =0, UZR. (29.17) 
这 就 证 明了 f ° [a j), ÆRA ice 处 正则 , 且 当 < 时 其 值 为 零 , 亦 即 
了 在 失 点 一 s/r 处 正则 , 且 当 jy<<% 时 其 值 为 零 . 再 来 考虑 尖 点 ico. 必 
有 cC T'ÍBfS c Gcoy= —s/r,r>>20,(r,s)=1. 由 定义 知 jz) 在 尖 点 
ico 处 的 性 质 就 是 在 等 价 尖 点 一 s/r 处 的 性 质 . 由 以 上 证 明 的 结论 
MIE S ÆRA ice 处 正则 , 且 当 < 时 其 值 为 零 . 这 就 证 明了 所 


要 的 结论 . 
定理 29.4 设 整 数 & 宇 3, 太 是 同 余子 群 ,f(z)E€ M,(T'). 再 设 
ge) 一 (Imz) |f(z)|, < € H. (29.18) 
那么 ,f(z)€E SkT') 的 充 要 条 件 是 
p(z) 1, z€ H. (29. 19) 


证 由 式 (29. 14) 的 第 一 个 等 式 立 即 推出 
pg ° Lealjolz) = #(ea(z)) = (Imz)*2| f o [Lalj(z)|, 
=€ H, acr. (29. 20) 
由 此 及 f€ MGT ) 就 推出 
g ° Leal = ó, «Er. (29. 21) 
因此 ,只 要 证 明 ; JEseG ) 的 充 要 条 件 是 式 (29. 19) # T” ÉJ 3⁄ 4 < 
RTH 上 成 立 . 在 基本 区 域 T\H 上 只 有 的 有 限 个 尖 点 ,在 也 \H 
中 际 去 每 个 尖 点 的 一 个 邻 域 (定义 见 $9 未 ) 后 所 得 的 有 限 闭 区 域 
E IJOD 显然 是 有 界 的 ,因此 , 充 要 条 件 就 是 在 每 个 尖 点 的 一 个 邻 
域内 式 (29. 19) 成 立 , 即 |y(z) | 有 界 . 事实 上 ,我 们 要 证 明 更 确切 的 
结论 : 设 p 是 一 个 尖 点 ,那么 SERA p 处 的 值 为 零 的 充 要 条 件 是 
| éG) | ERS p 的 一 个 领域 内 有 界 . 设 a € T, Goo) = £ $ p È 
icok A RRRA) , HEXA 
J(p) = f ° la lG) = ag. 
H SEM TOM, f ° [o |. Ge) VAEA. 7 ËJ Fourier 展 式 , 利 
用 式 (29. 20) 得 


% cz)) = (mz)? |f ° [o Ge) | = dmz)” aa + >an 
n=1 


(29. 22) 
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注意 到 ( 见 式 (29. 9)) 
S la eza < 6 一 2<imz/9 ， 


由 以 上 三 式 即 得 所 要 结论 . 

定理 29.5 设 整 数 & 宇 3," 是 同 余子 群 ,f(z)E€ESil(T"). 再 设 尖 
Ñ —s/r,G,r)=1l,sGoeo)=—s/r,c € T, É f(z) 在 尖 点 一 s/r 的 
Fourier 展 式 为 


f ° [oh(z) = >an, (29. 23) 
n=] 

那么 ,有 | 
a, < nt, (29. 24) 

X Hi J < H 2 I Z A 3628. 

证 对 任意 的 z = z +iy € H, RITS 
* tq f 
Qn = z e`ni f o [o], Cz)dz 
‘Cem max |f» [øo] z + iyo)l. 
r <z=r, +g 


利用 式 (29. 20), 及 定理 29. 4 的 结论 : 当 了 是 尖 形式 时 式 (29. 19) 成 
立 , 立 即 推出 : 
a, < Ey R, 
取 yo 一 n ,由 上 式 即 得 所 要 结论 . 
定理 29.6 在 定理 29.5 的 条 件 和 符号 下 ,对 任意 的 N 之 1 有 
>; la, |? < N. (29. 25) 


1=< n N 


证 Z zo= x+ iyo. H Fourier 级 数论 中 熟知 的 Parseval 公式 
(这 里 用 的 是 复数 形式 ) 得 


z tq _ oo 
=| f ° [o (e) f ° Loli(z)dz = >) Ja, |287, 
Zy n=] 
利用 式 (29. 20) 及 定理 29.4, 从 上 式 得 
> la, |?e x < y". 
n=] 


取 y= NORENA. 
定理 29.6 表明 ; 从 平均 意义 上 说 有 
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a, K nt 1⁄2 (29. 26) 
$ 30 Hecke 定理 


设 实数 a= 0. 给 定 复数 列 -eg 一 {a,)7 一 0,1 ,2,……) ,满足 


a, <n°, n> 1. (30.1) 
我 们 可 分 别 定 义 相 应 于 复数 列 .ex 的 Dirichlet 级 数 
Li, a) = Slam”, Res>1 +a, (30.2) 
及 相应 于 复数 列 .er 的 Fourier 级 数 
fz, ) = Sae, z € H. (30. 3) 
我 们 要 来 讨论 两 者 间 的 关系 . 利用 r 晒 数 的 表达 式 ( 见 性 质 36. 4) 
PC) = | ed， Res>0 (30. 4) 


可 得 (为 什么 ) 
T , = n j — 2t s—1 
(27) (s)L (s ) 之 4 | e t tdt 


= | Sara — amr dt, Res>1+a. 
Ü 


(30. 5) 
为 便于 应 用 ,引进 参数 R2>0,3F1 
Rs Æ) = (2x/ RDTL, A), Res > 1 + a, 
(30. 6) 
它 称 为 是 相应 于 复数 到 .sz 的 标准 Dirichlet 级 数 . 由 以 上 两 式 得 
Ars a) = | K f Ot/ VR, £) — a tdt 
= [cfcizy V R£) — ao)t dt 


j G 


+ N Cf Ot/ VR, ar) — a) dt 


=— € + | r- 1/G VRE) ,eid 
1 
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十 | e; SR, 8) — a)t dt, Res> 1 + ea.(30. 7) 
1 


ADAR AAI] S= Ib,,n=0,1,2,-:. 1 ,满足 
D, < n“, n = l, (30. 8) 
同样 可 得 
Ars, B) 一 一 他 十 | 7 1/Gt VR), Zt idr 
1 


+ | Wow/ VR B) — bidt, Res > 1 + a. 
| 1 


(30. 9) 
由 此 清楚 看 出 ,hn -oz) 和 Arls, A) E L (s, r) 3 L (s ,)) 
的 性 质 与 关系 同 fe ,ezr) 和 F(z，, 否 ) 的 性 质 与 关系 之 间 应 有 密切 联 
系 . 以 后 我 们 总 取 定 分 支 
2” = e%% zÆ0, — x<arg(llogz)x. (30.10) 
我 们 来 证 明和 下面 的 结论 ， 
定理 30. 1(Hecke) iZ k, REER, RII] A= (a,,n—=0,1, 
2,…} 和 复数 列 多 = 二 {5,,n= 二 0,1,2,…}) 分 别 满足 条 件 (30. 1) 和 和 
(30.8), K f z, £), f (z, B) Arl, A), Ap(5, 委 ) 分 别 由 式 
(30.3) 和 (30. 6) 给 出 .那么 ,以 下 两 个 命题 等 价 ， 
(a) f(z,B) = rz /RR)F( 一 TCRz)， g), z €H; 
(30.11) 
(b) AnG ,7) 和 An(s， 妥 ) 可 解析 开拓 到 整个 复 平面 , 且 满 足 函 
数 方程 
Ars, A) = Ark — s, 2), s EZ, (30. 12) 
以 及 
ArlSs ) 十 io 十 DR 一 了) (30. 13) 
在 全 平面 解析 , 且 在 任 一 宽度 有 限 的 垂直 长 条 上 有 界 . 
证 Eabb). 由 式 (30.7) 和 式 (30.11)( 取 z=it/~V R ) u 
推 得 
Arr) = — % + N fG:/ SVR, BD dt 
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+ | e; SR, er) — aE” dr, Res > 1 +a. 
1 


当 Res>max(k, 1+], 6 


Arl, Z) 一 一 "= 一 十 | L Gt/ V R B) — bott dt 


+ | e; í R) — aot dz. (30. 14) 
1 


由 定理 20. 2 知 

fút, A) — a < e 22%, fút, B) — b < e "2". 
B k,, 2 (30.14) 8 B BJ IA 4 H ZF XF 48 BJ s J 98 XH S, HE s * 
面 的 任 一 宽度 有 限 的 垂直 长 条 上 一 致 收敛 。 所 以 ,由 式 (30. 14) 知 ， 
Arl -ez) 可 解析 开拓 到 整个 * 平 面 , 且 由 式 (30. 13) 给 出 的 函数 在 整 
个 ;平面 解析 . 剩 下 还 要 证 式 (30. 12) 成 立 . 完全 同样 的 推导 ,由 式 
(30.9) 和 式 (30. 11)( 取 z= — GV Ri)-!) 可 得 


AG B) =— + | fa; JSR, 3t- tdt 
| | 


十 | Far VR,B) — bt de, Res> 1 + a. 
1 


进而 , 当 Res>max(,1+a)Bf , 8 


bo 


Ars B) == Fs+ | fi VR) — aot =de 
1 


4 | G; VR ,@) — bt dt. (30. 15) 
1 


由 此 及 式 (30. 14) 就 推出 式 (30. 12). 下 面 来 证 (b) 之 (Ca), 我 们 在 证 
(a) 二 (b) 时 ,关键 的 一 点 是 利用 了 式 (30. 4), 它 是 一 般 Mellin 变换 
( 见 定 理 36.7) 

| =G) = G(s) (30. 16) 
的 特殊 情形 , BER g (e) =e, GCO =r (s). 现在 要 利用 它 的 道 变换 ， 
-E = | re T T(s)ds, r >0,0>0 (30. 17) 
( 见 式 (36. 4)), Æ WEH (b)— (a), £ SE #J I T' 函数 的 性 质 . 由 式 
(30.17) 得 


€ 
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i — ~ —2my — dł < 一 5 
J Gy, or) = 之 ,one = a + mi Dyan) 。 CD) IT'(s)ds, 


y>0, >00. (30. 18) 
由 于 对 任意 给 定 的 实数 asb, 4 ae 委 c 委 8 ht, X} jel —> +o Hh 8 
潮 近 公式 ( 见 性 质 36. 6) 
TC)| = V2re 00 201 + O(|#| 12), (30.19) 
因此 , 当 Res>1 +a I, K (30. 18) 右 边 可 交换 求 和 号 与 积分 号 ,得 到 
(利用 式 (30. 6)) 


fGy, er) = ao + >| (Ry) Arl, A )ds, 
Res= a 


c> 1-+ a, y> 0. (30. 20) 
取 定 olta 由 式 (30. 19) 知 ,对 任意 正 数 > 0,# 
Ax(s, Z) < |Ims| Z“, [Ims] >+ œ, Res = o,. 
(30. 21) 
再 取 o;<min(oa,,k—1—a. 同样 由 式 (30. 19) 知 ,对 任意 正 数 >00, 
有 
Arlk — ss,B) < |Ims| “Z, |Ims|—+ œ, Res = o,. 
(30. 22) 
由 此 及 式 (30. 12) 推 出 
Arls, Z) < JIms| “, | Ims| >+ œ, Res = ø. 
(30. 23) 
注意 条 件 : Ar(s,_xx) 十 ao/s 十 bo/ (4 一 s) 在 任 一 宽度 有 限 的 垂直 长 条 
上 有 界 ,利用 哨 数 论 中 的 Phragmén-Lindel6f JRM (K EH 36. 8) 由 
式 (30. 21) 和 (30. 23) 就 推出 : 当 o,<Res<co, 时 一 致 地 有 
AR £) < |Ims| *, |Ims| 一 十 œ. (30. 24) 
进而 取 co >max(1+e,k),o:<min(0,k—1—a). 现 把 式 (30. 20) 中 
的 积分 直线 取 为 Res=0, HA (30. 24) 知 可 把 积分 直线 移 至 Res = 
02, 在 长 条 m 委 Res 委 co 中 被 积 函 数 (MV R AGs ar) 有 两 个 一 级 
极点 : s 二 0,&, 留 数 分 别 为 一 ao, (V R y) 2, 因而 得 到 


fiy, æ) =z (V R y) 'Ak(s, er)ds 
Kl Res=0, 
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+ V Ry) tb, y> 0. (30. 25) 
MARGO. 12) 推 出 


füy, y =| CR y :AKCG — s, Byds + (VYR y) tb, 


211 Res= 
= Ryb + |,  C/RyyAKCG,24s), y> 0. 


(30. 26) 
另 一 方面 ,对 取 定 的 cx(<min(0, 一 1 一 xc)), 取 ol 一 上 一 oo, 显 见 , 满 
E o>max(l+a,k). 这样 ,在 式 (30. 20) 中 ,以 BREË .oz (Ry) `! 
RE y 并 取 cc 一 & 一 oz, 同 推导 式 (30. 25) 完 全 一 样 可 得 到 


FG/Ry), B) =b +| GR)” 


. ArCs,B)ds) | , y> o. (30. 27) 


H zK (30. 26) #l (30. 27) 就 推出 
fay, nz) = ÉG V Ry) *f(— 1/GRy),22), y> O. 
进而 ,由 解析 开拓 得 
fe, oz) =P / Rz) *f(— 1/(Rz), 2), x € H. 
这 就 是 式 (30. 11). TF tE. 
定理 30. 1 可 表 为 如 下 形式 (证 明 留 给 读者 ). 
定理 30.2 EEM 30.1 的 条 件 和 符号 下 以 下 两 个 命题 等 价 : 
(a) f(z,B) = (z V RD) 一 1/CRz)， ar)，z € H; 
(30. 28) 
(b) Arl, er 和 Aris DARRA | 37 4- 352 F-IR , H.W E pR 
数 方 程 
| Arlss £) = ÃArlk — s,S2), s € C, (30. 29) 
以 及 
Ak(s,.ə/) + ao/s + Lobo/ (Ë — s) (30. 30) 
在 全 平面 解析 , 且 在 任 一 宽度 有 限 的 垂直 长 条 上 有 界 . 
特别 当 & 是 整数 ,R=N 是 正 整数 时 ,定理 30. 2 的 形式 便于 应 
用 于 模 形 式 , 因 为 这 时 式 (30. 28) 变 为 
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Jf (= , B) 一 HETE- ° LW, Ji, 之 € H. (30. 28 ) 
定理 30.3 RRN IF 323, JESN). 再 设 f ÉS 
Fourier 展 式 为 


fe) = > ae = f(z, 2), z € H, 
这 里 .er RRK a) ZH R, BJ 2 3 21. 我 们 记 


Ax(s, J) — An(ls, .ey ). (30. 31) 
Bb Z , Av (s, DURARA ANR F , H 98 E: 
AnCs, J) = ŻAnCk — s,f ° [Woa lh). (30. 32) 


证 EROL. 42), W.A SDT (N)Waoa =T CN), 所 以 , 当 _AE 
SiT (N)) 时 , f ° [Wem kE S, (TI (ND). 同样 记 f。 [Wo |; (z) = 
f(z,B) ,DB 表 J ° [Won, J: 的 Fourier 展 式 的 系数 {65,} 组 成 的 复数 
列 . 由 定理 29.5 知 数列 .or 和 名 分 别 满足 条 件 (30.1) 和 (30. 8) 
(a=k/2). 因此 ,由 定理 30.2( 注 意 式 (30. 28')) 就 推出 所 要 的 结论 . 

3⁄4 f€ Mi(T1CN)) 时 定理 30. 3 是 否 成 立 呢 ? 从 证 明 可 以 看 出 关 
键 是 要 证 明 : 数列 o 和 多 分 别 满足 条 件 (30.1) 和 (30. 8). 定理 
29.5 LAA T REAK Fourier 展 式 的 系数 有 这 样 的 估计 . 当 f 
不 是 尖 形 式 时 ,就 要 讨论 TiCV) 的 Eisenstein 级 数 ,在 一 般 情 形 这 是 
IRR RACE S 23 Riti T T(N) Eisenstein 级 数 ). 可 以 证 明 
I, (N )BJ Eisenstein 级 数 的 Fourier 展 式 的 系数 同样 有 式 (30. 1) X 
样 的 估计 ,所 以 当 fe MTI1(N)) 时 定理 30. 3 是 成 立 的 . 这 里 就 不 
讨论 了 ( 见 LITM,8$4.7]). 当然 ,N= 二 1 即 完 全 模 群 的 情形 是 显然 成 
立 的 (证 明 留 给 读者 ). 证 毕 . 

一 个 更 为 复杂 更 为 重要 的 问题 是 : 定理 30.3 的 道 定理 是 否 成 
L? 这 是 一 个 仍然 没有 解决 的 困难 问题 .下 节 将 证 明 Weil 的 一 个 结 
F. BÆ, N=1 芭 完 全 模 群 的 情形 回答 是 肯定 的 ,这 就 是 

定理 30.4 REŽ X k>1, f =f, A) AAG. 3) 给 出 . 那 
b SE My (T) fJ 63 3 Fit S EH 上 解析 ,满足 条 件 (30. 1), 
AG, PH =A CG, NAAG. 31)) 可 解析 开拓 到 整个 复 平面 ， 

ACs, f) + a /s + (— 1)ao/(k — s) (30. 33) 
在 全 平面 解析 且 在 任 一 垂直 长 条 上 有 界 , 以 及 满足 函数 方程 
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ACs, f) = (— 1)AC2k — s, f). (30. 34) 

此 外 , 当 a= 0 FF, fe S;, (T). 

因为 下 的 生成 元 是 了 和 3 三 灰 ,所 以 很 容易 利用 定理 30. 2 来 
证 明 , 留 给 读者 . 

最 后 ,来 举 两 个 例子 . | 

例 30.1 取 数 列 .ez 为 : a =1/2,a,=1,n=m (ml), K an= 
0, 其 他 . 这 样 就 有 x 

jz ex) = +, (z) = z > e>, 


1 


m” 


iM e 


L(s, £) = 5(25) = 


m=] 


现 取 定 理 30.1 PHJ k=1/2,R=4. HA (20. 8) 知 
ceys] ,| — i (2=) | pa 


— 1 
4z 
一 HAGE 之 € H. 


因此 , 取 数 列 B=, H E 30.1 立即 推出 
Als, £) = A,G1/2 — s,⁄), s€ C (30. 35) 
K 
A lss) + 1/(2s) + 1/(1 — 2s) (30. 36) 
在 整个 * ET8L WE Af H E fE— S RF 8 IR PJ E e 3: EA A. z (30. 35) 
就 是 
nT(s)E2S) = rx HT — sE — 2s), s€ C, 


| (30. 37) 
LI s/2 代 s, 即 得 
nT CS/ES) = TEAPA s/s), s€ C, 
(30. 38) 


这 了 就 是 著名 的 Riemann Zeta MA A 3 R. 相应 地 由 式 (30. 36) 
FI,» 
POEs) 十 1/(2s) + 1/0 — 2s), (30. 39) 
或 (以 s/2 $È s) 
x 2 (s/2X6G) + 1/s + 1/0 — s) (30. 40) 
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在 整个 ;平面 解析 且 在 任 一 宽度 有 限 的 长 条 上 有 界 . 
例 30.2 在 定理 30.3 中 取 &=12,N=1, WA 
fles) = AG) = > r@m)e>m € S, (T), 
K 


OO 


Lis, Z) = L(s,A) = 


由 定理 30. 3 立即 推出 函数 方程 
(27) :IT(s)L(s,A) 一 (2mw) 2-5 p (12 — s)L (12 — s,A), 


— 


(30. 41) 


(30. 42) 
RHB E— T RE. 
331 Weil E E 
设 f # H Lif, HA Fourier 展 式 
f(z) = >a e= z € B. (31.1) 


再 设 y 是 模 g 的 (Dirichlet) 特 征 ;我们 记 
Jaz) = Sipma, LCs; f ,g) = > pman”, 


(31. 


以 及 对 正 数 尺 记 


Ak(s; f P) = Qax/lgq NN R)) *DP'Gs)L (s; f, p). (31. 


我 们 先 来 讨论 六 和 上 的 关系 ,以 及 当 


g = f ° [Wu J (31. 
时 ,fy 和 g; 的 关系 ,为 此 要 利用 熟知 的 Gauss 和 
GU, p) = > gae, LEZ. (31. 
u mod g 
特别 的 , 记 
ty) 一 CC g). (31. 


当 乡 是 模 9 的 原 特征 时 ,我 们 有 ( 见 性 质 35.16) 


GU = 4 (Drp), ID] = “q. (31. 
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5| 31.1 R ff 在 HH 上 解析 ,有 Fourier 展 式 (31. 1). 再 设 
WA q> AK y ER q 的 原 特 征 . 那么 ,对 整数 上 有 


f, = AD DY G) f ° [T], (31. 8) 
u mod q 
这 里 
1 4 
m= | À €C R; (31. 9) 
0 1 


Gi) 设 f€ MTN), X), X mod N 所 对 应 的 原 特征 是 X*modr， 
即 ~ 是 特征 x 的 导 子 ( 见 性 质 35. 12), 以 及 y 是 模 g 的 原 特 征 . 那么 ， 
JEM (Ty (M) ,XV ), 且 当 了 是 尖 形 式 时 fy 也 是 尖 形 式 ,其 中 
M=[N,c’,or ]. (31. 10) 
证 因 y 是 模 g 的 原 特 征 ,利用 式 (31.2),(31.7) 及 (31.5) 得 


fy C2)= >an DTG, pem 


n= 0 


— (r(@)) `: > Z (u) > ape eto , 
u mod q r= 0 
这 就 证 明了 式 (31. 8). 下 面 来 证 (ii). 设 


a b| 
a 一 w Je l, (31. 11) 
我 们 有 
a) = TaT -À — Ë 十 cMA — d'cM¥ — d(ad 一 1)À + ú 
cM d — MA 
a +cMA — d*cMA2 — bcdMA + b 
E | cM d — MÀ | (31. 12) 
因此 , 当 [N,g:]|M BF, x 
e(u/q) ETM) EDON), x € Z, (31. 13) 
以 及 , 当 LN, ar] AM 时 ， 
d — cMu/q = d(modr), uC Z, ` 
因而 有 
X(alu/q)) = X(a), ux € Z. (31. 14) 


这 样 , 当 M= LN,g or] 时 ,对 JSEM: DN); OKR «Ern MORIJE 
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f° [T] ° [a),= f ° [eGu /q)), 0 [T] 
= y(a)f ° [T2], u € Z, 

u sa 12), (31. 1338 (31. 14). 由 此 及 式 (31. 8) 得 到 

o [a], = Xa) e(2)) 7! 229 网 G) f ° [T], 
H-+(d4,g)=1, 所 以 zx 和 diu 同时 遍历 模 ç 的 完全 剩余 系 , 故 从 上 式 
得 

o [a], = XC Pd TV) 23 (z) f ° [T]. 

这 就 证 明了 fy ° [a |, EM: TCM), Xy’). “关于 尖 形 式 的 结论 可 由 性 
质 15. 15 推出 ( 留 给 读者 ). 


引 理 31.2 设 fEMi(ToCN),X),Y 是 模 q 的 原 特 征 , 以 及 g& 满 
足 式 (31. 4). HA, 4 (N ,q)=1 时 有 


f, ° [Won] = cy) gs, (31. 15) 
这 里 
c(#)= c(#; N, X) = LDPC NIH) /ryY) 
~ X(q)@(N)z2 (2) /q. (31. 16) 
证 设 
o(v,g) = | 4 E "le FoCN )， (31. 17) 
一 uN n 
由 计算 得 


jaN 


一 —1”“'u/q 
Nq 0 TA EOW ae. 


Wmo lv, go) T” = | 


(31. 18) 
注意 到 f€ MTOCN),X) 时 ,gE Mi(ToCN),X), 由 式 (31.8) 及 上 式 
可 得 
g = TW) Dg ° Le 1 (o, q) Jj, ° [o (o ,q) J ° [TY J, 


v mod q 


= X (g) (g) ~ 之 PDS ° [Ta J), ° [Wena] 


H&(31.17) 8] €o) =p N) pU) DA K o flu 同时 饥 历 模 g 的 既 
约 剩余 系 ,所 以 
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g; = X (qr fy (— N) 2 Y G) f ° [T°] ° LW ond Je 


由 此 及 式 (31. g) 就 证 明了 式 C31. 15) 和 式 (31. 16) 的 第 一 式 . 式 
(31. 16) 的 第 二 式 可 由 式 (31.7) 的 第 二 式 推 出 ( 留 给 读者 ). 
引 理 31.3 设 & 是 整数 ,N 是 正 整 数 ,X 是 模 N 的 特征 ,三 和 8 
均 满足 引 理 31. 1 中 关于 f 的 条 件 ,以 及 式 (31. 4) 成 立 . 再 设 q 是 奇 
素数 或 4 且 与 N 互 素 .如 果 对 模 9 的 所 有 原 特 征 y,f 和 g 满足 式 
(31. 15) 和 (31. 16), 则 对 任意 与 g 互 素 的 整数 及 t 我 们 有 
y(q)g ° [T] — g ° Lols, oT” J, 
= yx(q)3g ° [Ta], — g ° Lot, oT], (31.19) 
El 
g ° CXD — ols gT] = g ° [(X(q) — oG ,q) T], 
(31.19) 
这 里 olv) HK (31. 17) 给 出 ,以 及 约定 


K K 
£ ° | Sca; | = > c;g ° [at, cy € C, a; E€ GL (R). 
j=] k j=1 
(31. 20) 


证 由 式 (31.8), 式 (31.15) 及 (31. 16) 推 出 
>, 7 (uf ° ET" ], ° [W a | = rf ° [W ne) J; 


u mod q 


= ref gs = LD N) > pg ° [T]. 
u mod g 


(31. 21) 
Xf Cusg)=1, RE u,n 满足 式 (31. 17) ,进而 由 式 (31.4) 和 (31. 18) 
得 到 
f [T]; ° [W ena J, = g ° [o (o ,qT ],. (31. 22) 
注意 到 ”和 xv Fj BJ 9 D) SS q 的 既 约 剩余 系 , 由 此 及 $ Co) = 
#C N)6CGu) ,可 把 式 (31. 21) 改 写 为 
> gwg ° [olv gT” ] = XQ) > yg ° [T], 


v mod gq 
(31. 23) 
Bp 
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> gv)g ° EXC) 一 cqa))T" = 0. (31.23) 


注意 上 式 仅 对 模 q 的 原 特征 y 成 立 . 对 任意 与 q EROR: Et, 
上 式 两 边 乘 以 J(s) 一 Jy(4) ,得 到 


( G) — # G) > pg ° [(X(q) — olv,9)T = 0. 
v mod ç 


(31. 24) 
由 于 这 里 的 q 是 奇 素数 或 4, 所 以 模 4g 的 特征 除了 主 特征 外 均 为 原 
特征 ( 见 性 质 35. 10), 因 而 上 式 对 模 g 的 所 有 特征 y 都 成 立 . 将 式 
(31. 24) 对 模 g 的 所 有 特征 yy 求 和 ,利用 性 质 ( 见 性 质 35.8); i£ 


(a sq) =] , 我们 有 
gq), %==a(modq), 


5 (a) 二 31. 25 
DEOD | ¿amo QL 25) 


即 得 所 要 的 结论 ， 
引 理 31.4 设 k,N,X,f 和 g 同 引 理 31.3, 以 及 m,n 是 奇 素数 
或 4 且 均 与 N 互 素 .如 采 对 模 g==m sü n 的 所 有 Dirichlet 原 特 征 y， 
和 gg 满足 式 (31.15) 和 (31.16), 则 对 任意 的 - 
y = |. "E DN), (31. 26) 
Æ g ° hxg. 
证 设 


y — K 1 "| 
uN n 
在 式 (31. 19 ) 中 取 q=m,s=u,t=—o,B 
G(u,m) = X, ol— vm) = 7! , 
得 到 
g ° [XQ m) 一 7)T = g ° [Xn — YOT" h, 
Rp 
g ° Xm) — Yli = g ° (Xm) — YOT" ]. (31. 27) 
间 样 可 在 式 (31. 19 ) 中 取 q=n,s=v,t=—v, Bi 
olv,n) = (Y), o(— vn) = V, 
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得 到 
g ° [X@) — N = g e EX) — Z yT 2 |,. 
(31. 28) 
由 于 X(oz)X(z 一 1, 所 以 有 
Xna) — (Y! = — Xin) Amm) — 7')(7') 21, 
(X@) — WDT =" = — Xn) Xm) — NYTT”, 
把 以 上 两 式 代 入 式 (31. 28) 得 到 
g ° [XCGm) — V'h = g ° [(X(m) — DY T "y! J,. 
(31. 29) 
由 此 及 式 (31. 27) 得 
G = g ° [ X Gn) — 7 j]: = £ ° [ X(m) 一 y: ° [A]: = G ° Lele 


(31. 30) 
其 中 
] 一 2v/m 
-一 y- IT enyi Tm — | | SI, ' 
P 2uN/n 4/(mn) — 3 € Q) 
(31. 31) 


H m,n 的 取 值 杀 件 知 , 窍 阵 p 8I gE XE 

itrB| = |4/Cmn) — 2| < 2, H Æ0,1. (31. 32) 
因此 ,由 定义 8.4 知 , 它 是 得 圆 元 , 且 由 式 (8.7) 一 (8.12) 的 讨论 知 : 
G) 它 有 两 个 互 为 共 思 的 复 特 征 根 4 和 ,14I 王 1, 且 由 式 (31. 32) 
知 ,不 是 单位 根 (为 什么 ); G) 相应 的 有 两 个 互 为 共 罗 的 复 不 动 点 
zo 和 zo ,假定 Zo € H ; VA K Gii) 


e eA "| 一 之 0 WR 0 | 
一 1 1 —1 1J0 aT 


obo ! 一 Ë 9 | (31. 33) 
0 Am 


由 上 式 得 


_ ] l — xo 
其 中 G = — € GL,(C). (31. 34) 
0 


<° XoLl — z 


由 于 o 是 二 阶 非 退化 的 复数 和 矩阵 ,为 了 进一步 讨论 就 需要 把 权 为 有 
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的 a 变换 推广 到 a€E GL (C), la |£ 0 的 情形 ,这 里 惟一 的 不 同 是 函数 
的 定义 域 . 为 此 引进 
定义 31.1 设 产 是 定义 在 集合 ZTC 上 的 晴 数 ,a€ GL, (C), 
la| 关 0, 以 及 & 是 整数 .定义 集合 a '( 儿 )CC ERR H =h o laj 
为 
H Geo) = jGo,a) “h(a(w)), (31. 35) 
jw H K (15. 2) 给 出 . 我 们 也 称 h ° [a |, Æ h WRN k 的 a 变换. 
显 见 , 式 (15.4) 在 这 里 也 成 并 ,所 以 性 质 15.2 也 成 立 .但 这 里 要 
注意 的 是 函数 的 定义 域 . 设 a, B€ GL,(C), |a8B|=0. 
Hi(z) = h ° [af |x) = jC@Gr,aB)h(aB(z)), < € (eñ) D), 
以 及 由 式 (31. 35) 3 
H,(y)= (À ° [al ° LO = (H ° [P ),) (y) 
= j(y,p) *H(B08(y)) 
= jy DFB), a hlaB(y)), y € 8 l(a l 1@). 
由 以 上 两 式 及 式 (15.4) 就 推出 
he [aB], = Ch ° [e ],) ° LB}. (31. 36) 
由 此 及 式 (31. 33), (31. 30) 推 出 
Cofc7 =G ° [0]; ° [opo 1], = AG [ce 1]. (31. 37) 
由 定义 知 隐 数 G。[Lo ji 的 定义 域 是 wEol(H), 由 于 zoEH, 所 以 就 
是 0 二 wl 过 1. 设 G。 lo] Æ w=0 的 Laurent 展 式 是 
3 C, VO”, 


n= 一 co 


式 (31. 37) 就 是 
D a- Dew”, 0 < jw] <1. 


因 为 4 不 是 单位 根 ， 所 以 cn= 0,—co<n=<co,B[Il G=. 这 就 证 明了 
引 理 31. 4 的 结论 . 

定理 31.$5 设 上 和 8g 均 满足 引 理 31.1 中 关于 了 的 条 件 及 条 件 
(29. 3). B N 是 正 整 数 ,y E qD E. 那么 ,以 下 两 个 
条 件 等 价 : 

(a) fy ° [Way = Cpg: (31. 38) 
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(b〉Anls;f,y) 可 全 纯 地 解析 开拓 到 整个 复 平面 ,在 任 一 垂直 长 

条 上 有 办, 且 满 足 函 数 方程 
AxGs; fp) 一 让 CGOODAN(E — s;g, g), (31. 39) 
这 里 C(y) 为 一 常数 . 
证 在 定理 30.2 PUA Nm ,fy,CCly)gs 分 别 代 替 R, Sar), 
Je 2) ,并 注意 到 yy(0)= 二 0, 及 
LCs; fa) = L(s; f ,2) ;, 
Ax, (s; fp) = Ayx(s;/f,2), 
由 定理 30. 2 立即 推出 所 要 结论 . 

由 定理 31.5 及 引 理 31. 2 就 得 到 定理 30.3 的 推广 . 

定理 31.6 设 fE€ESi(To(N),X),y 是 模 g 的 原 特 征 . 那么, 当 
(N.,q)= 1 时 ,An(s;f,) 可 全 纯 地 解析 开拓 到 整个 复 平面 ,在 任 一 
正直 长 条 上 有 界 , 且 满足 函数 方程 

Anls; f p) = ic (@)AyGk — s;f ° [Was o), (31. 41) 
这 里 的 c(y) 由 式 (31.16) 给 出 . 

下 面 来 证 明 本 节 的 主要 结论 , 即 定理 31. 6 的 道 定理 . 为 此 要 引 
进 一 类 集合 . 设 N 是 正 整 数 ,以 M=MN K RN RL 1 FAEK 
数 集合 : 

(i)》 它 的 元 素 为 奇 素数 或 4, 日 均 与 入 互 素 ，; 


(31. 40) 


Gi) 对 任意 互 素 的 正 整 数 ab, M 与 同 余 类 (31. 42) 
a mod b 的 交 非 空 . 
这 样 的 集合 是 存在 的 ,例如 ,由 算术 级 数 中 的 素数 定理 知 ,由 全 体 与 
N 互 率 的 奇 素数 组 成 的 集合 就 满足 条 件 . 


定理 31. 7(Weil) k, N 是 正 整数 ,x 是 模 N 的 特征 ,XxX( 一 1) 
一 《一 1) .再 设 复数 列 A= (ao 和 B= {6b} 分 别 满足 条 件 (30. 1) 和 
(30. 8). f) =f, A) ,g z) = f % ,S2) H z& (30. 3) 确 定 .那么 , 若 
满足 以 下 两 个 条 件 

(a) 4vwGi-ex 7) 和 Ans; BDNE EE 30. 2 的 条 件 ， 

(b) 设 集合 M=MN R EREL. 42). 对 任意 的 g€E 驶 及 模 
q 的 任意 的 原 特征 yy,An(s;f,y) 和 An(s;g,y) 满 足 定 理 31. 5 的 条 件 
(b)( 其 中 C(y) 等 于 式 (31.16) 中 的 c) WME 
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g = f ° [Woa] (31. 43) 

及 g€ MiToN)X), fE MIN), X). (31.44) 

此 外 , 若 Ls ANRA s=k— eeoa Ar .3E2Z , / A z 都 是 

证 ”由 条 件 (a) 及 定理 30.2(R 二 NN) 知 式 (31. 43) 成 立 . 我们 先 
来 证 明 :, 对 任意 的 


B “|e TaN) 
dg = D ° 
cN d 


# g ° [o= X(o)g. 8 c= 0, M| a=d= +1. H £f x(—1)= 
(一 1)*, 就 推 得 
g ° [oh=ad'g=X(d)g = X (0)g. 
Ë cZ0,H(a,cN)= (qg,cN)=1 Hl, VARR s, E m= aj+tceN 
及 n=d 十 scN 都 是 素数 , 且 m ,n € 9. W 
u =— c, v =— (b + sm + stun + nt), 


a b m 一 了 
= jr 
cN d — uN n 


由 复数 列 xz ,多 分别 满足 条 件 C30.1) 和 (30. 8), 从 定理 29. 2 就 推 
出 f 和 g 都 满足 条 件 (29. 3)(jy= 二 a 十 1) ,进而 由 条 件 (b) 及 定理 31. 5 
ML ITER q € 92 — SL (N) K ER q 的 任意 的 原 特征 y,f fil z 满足 
式 (31.15) 和 (31. 16). 所 以 ,由 引 理 31. 4 亦 推 出 
g ° [o], = X mg = X (d)g = X (0)g. 
利用 定理 29. 3 就 证 明了 gEM DN), X). 进而 由 性 质 15. 18 推出 
fAEMi(ToCN),X). WEH. 
最 后 来 证 明 关 于 尖 形 式 的 结论 . 设 
Co = 0, c, 一 $; la;l, nl. 


H LC(s ,x ) 对 s=k—8 O> EA AE E c, Kn, E H EE 
29. 2 得 到 : 级 数 > c,e 22734 y2>0 时 收敛 , 且 


就 有 
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> ee ?9 < yti, y — 0. 


n=0 
进而 推出 
JG) — a| < (1 — e >°) Se, e "Ky t°, y — 0. 


n= Ü 


利用 定理 29. 3, 由 此 就 证 明了 / 是 尖 形 式 ,因而 g 也 是 尖 形 式 . 
加 起 


1. 本 题 是 利用 定理 30. 1 的 方法 来 证 明 7(z) 所 满足 的 函数 方程 
(6. 11). 


Gi) 设 f (z, Z) = Hz)= 王 一 logy(z) HE HB; 


L (s, Z) = £(s)£(s + 1); 
(11) WE PH :; Als, )=A sa), H. 


pT n L 
AG. — TG 1) T T2G TL 1) T 2# 


Jee 83 ,在任 一 垂直 长 对 上 有 界 (利用 5( 一 1) 一 一 1/12) ; 

Gü) 证明: 7Giy) 一 区 | _ y A Gds. 进而 ,把 积分 移 至 
Res 一 一 2, 证 明 ; 

J Gy) = = =+ | +I + blogy — TÜ 

Gv) 证 明 式 (6. 11). 

2， 写 出 定理 30. 4 的 证 明 . 

3. G) RRSSAA Enl). AN ORE 
IR LCs), HREH Euler 乘积 . 

(i1) 设 f(z ,x)= 二 SSL own em ,x mod N. 2K LCs, æ) 
的 Euler 乘积 T 


Gii) 把 定理 30.4 应 用 于 f (z) (22), W EERDE , A = 
2,3,4,5. 
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本 章 给 出 了 模 形 式 理 论 在 数论 上 的 两 个 重要 经 典 应 用 :， Š 32 
的 平方 和 问题 ,及 § 33 的 无 限制 整数 分 拆 问题 . | 


$32 ”平方 和 问题 


iZ s 是 给 定 的 正 整 数 , 整 数 n 宇 0. 求解 不 定 方程 
=+ tee j= n, z;€ Z, 1<;j< s, (32.1) 
就 是 著名 的 平方 和 问题 . 以 Rm, s) ASE y E (32. 1) 的 解 {ziyzz， 
… zs 的 个 数 ( 次 序 或 正 负 号 不 同 看 做 是 不 同 的 解 ). 当 s== 4 时, 利 
用 模 形 式 理 论 可 求 出 尺 (a,4 钦 ) 的 独 近 公式 .这 就 是 本 节 要 证 明 的 绪 
论 .关于 这 问题 的 研究 可 参看 LRG 和 [LEG ]. 
利用 Theta K% 0 Go) ( SK (4.192), Bf 48 


(Gwy = `> R(n,s)e”", +o € H. (32. 2) 


n= — S 


我 们 来 证 明 


定理 32.1 我 们 有 
ROn,4k) 一 (22% — 1)-1C4k/Ba) ((— 1)*! X] 1 
[|x 


n/i=Œ1 (2) 


一 >) (一 1)42 1 + OG). (32. 3) 


2l lr 


特别 的 ， 
80(n),， 21n,， 


k(n,4) = | (32. 4) 
240(m), n = m,r =l, 21m. 


R(n,8) = 16 > (— DW, (32. 5) 
ijn 
证 由 例 20. 1 %0,0 Cw) € M, (T (2)), Ang 0# lw) € 
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M, (T (2)), I K #£ F(2)8J = ARFA R too —1/0,0—=0/(—1), 
一 1 王 1/( 一 1) 处 的 值 为 

@ (co) 一 1， 轩 (0) 一 (一 1 四 (一 1) 一 0， (32.6) 
由 式 (22. 55), (22.2) 和 (23. 15) 知 


Ex(z;DP02))= 1+ >, 


2|c>0 (c,d)=1 


_ l 
(cz + d)” 
1 1 


2 < (cd) < 1.d=102) (cz + d)” 
— Eu(z;0,1,2) = SES? Œ; T (2), 


1/( 一 1) 处 ,相应 的 标准 Eisenstein 级 数 是 (为 什么 ): 
Ez rO) = Ex; rO = (1/2)E(z;0,1,2), 


(32. 7) 
Ex (;T(2)) = (1/2)E,(z;1,0,2), (32. 8) 
ES” (z; (2) = G1⁄2)E,;, (z;1,1,2). (32. 9) 


由 此 及 式 (32. 6148 
Ji Cw) — Ey (zi 让 (2)) — C 1ER (z; (2)) € ST(2)). 
(32.10) 

由 定理 23.3 HI, `4(u u N)=1 时 ,我 们 有 

Ej (z;u,u,2) = (CR) — 2 2)) G; (z;,u 0, 2). 
因此 ,进而 由 定理 23. 7 得 到 

Ey (ZrO = (1/2)E;,Gz;0,1,2) 

=] + (£€(2k)(1 — 2 2)) la (2k)2 2 


x 


“DS D) e,z), — (32.11) 


n=l 2l |n 


Ex (z;T(2)) =0/2)Ea(z;1,0,2) 
=(£(2k)(1 — 2 2)) la(2k)2 2 


. >. > Li) eaz), (32. 12) 


n=l ¿[n 
n/I==z1 (2) 
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Ey E2) =(1/2)E; (z;1,1,2) 
—=(£(2k)(1 — 2-2) la (2k)2 7” 


5S SI C um-i]e,Gz). (32.13) 


n=] [In 


ni1) 


这 样 ,利用 定理 29. 5, 由 式 (32. 10), 《32.11) 和 (32. 12) 推 出 
ROn,4k) — CR CL 一 22) la(2py2 2 Í e a 


2{ |n 


+ (— 1: > 1 一 OG). 
Eee 


利用 式 (5. 42), 由 上 式 就 得 到 式 (32. 3). 由 定理 19.404, 
dimS; TO) = 0, k=1,2. 


所 以 有 
R(n,4) =8( > I— >C 12), (32.14) 
west 
及 | 
R(n,8) = 161 > I + > D), (32. 15) 
z 7 


n/t=1(2) 


由 式 (32. 14) 立 即 推出 式 (32.4) 的 第 一 式 . 当 r 宇 1 时 ,我 们 有 
>; t 一 > C D = 2?'z (m) — {2 lg(m) + oln) 


¿|= 27| nm 
n/i=1 (2) 


+ -e + 20m) — a(m)) 
= 30 (m), 
由 此 及 式 (32. 14) 就 推出 式 (32. 4) 的 第 二 式 . 34 2 V n 时 ,由 式 
(32. 15) 得 


R(n,8) = 165;(n) = 16 > ，( 一 DI, 


ijn 
34 n=? m,rEl,2 Im 时 ,由 式 (32. 1548 
R(n,8) =16{2"0; (m) + PaPa, (m) + 2362) ç, (m) 


十 … 十 2 cj (m) 一 Gs(m)) 
一 16 >, C— DE. 


tin 
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由 以 上 两 式 就 推出 式 (32. 5). 证 毕 . 
$ 33 ”无 限制 整数 分 拆 


设 n 是正 整数 . 把 x 表 为 不 计 次 序 的 阁 干 个 正 整 数 之 和 的 一 种 
表示 法 称 为 是 的 一 个 分 拆 : 
n = n +n + Tn, n Z: n, Z + Zn, > 0. (33.1) 
对 被 加 项 nj; 及 项 数 s 加 上 一 定 的 限制 条 件 就 可 得 到 不 同类 型 的 分 
拆 . 不 加 任何 限制 条 件 的 分 拆 , 称 为 无 限制 分 拆 , 的 所 有 不 同 的 无 
限制 分 拆 的 个 数 记 作 p(n), 称 为 无 限制 分 拆 沙 数 . 例如 ,p(5) 二 7, 因 
为 
5 一 5 
一 4 十 1 
一 3 十 2 
一 3 十 1 十 1 
一 2 十 2 十 1 
一 2 十 1 十 1 十 1 
二 1 十 1 十 1 十 1 十 1; 
户 (6) 王 11, 因 为 
6== 6 
一 5 十 1 
一 4 十 2 
一 4 十 1 十 1 
一 3 十 3 
= 3 十 2 十 ] 
一 3 十 1 十 1 十 1 
一 2 十 2 十 2 
一 2 十 2 十 1 十 1 
一 2 十 1 十 1 十 1 十 1 
二 1 十 1 十 1 十 1 十 1 十 1. 
整数 分 拆 是 堆 急 数论 中 的 一 个 基本 问题 ,无 限制 整数 分 拆 是 它 
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的 最 重要 的 及 容 之 一 . 最 于 应 用 解析 方法 研究 无 限制 整数 分 折 的 是 
Euler ,他 引进 了 以 无 限制 分 拆 函 数 p(n) 为 系数 的 器 级 数 母 函数 ; 


P(z) = > ooo> ， (33. 2) 
这 里 约定 上 (0) 一 1. 利 用 它 Euler 证 明了 整数 分 拆 理论 中 著名 的 五 
角 数 定理 ( 见 [HL, 第 八 章 $3 定理 3]),. 容易 证 明 母 郴 数 P (x) #ll 


Dedekind 7 函数 有 密切 联系 ( 见 定理 33. 1), 因 此 可 以 利用 模 形 式 理 
论 来 研究 无 限制 整数 分 拆 函 数 p(n) 的 性 质 ,本 节 就 是 要 利用 这 一 方 


法 来 给 出 p(n) 的 最 简单 的 渐 近 公式 ， 
定理 33.1 当 |z| 二 1 时 ， FERAS. Dk, HS 
P (z) = Spr = = ITa 一 z), (33. 3) 
以 及 
e 28/24 P(e") — 7 1 (r) , r e H. (33. 4) 


证 设 m 是 给 定 的 正 整 数 ,考虑 被 加 项 nj 三 m 的 有 限制 分 拆 
(33. 1),n 的 所 有 这 种 不 同 的 分 拆 个 数 记 作 p(n), 并 约定 p,,C0) = 
0. 显然 有 
Pa n) S pn); pnln) = pn), n< m. (33.5) 
容易 看 出 n n) S T AAE J ÉE 
lern + 2 ° xz; + ** + m + r,, = n 
的 非 负 解 的 个 数 . PI, p, O) BJ FPR 37 


P.G) 一 之 ,加 (2)2 = | >=") ( >=) | > ==) 


= Ja 一 z), (33. 6) 
式 (33. 3) 中 的 无 穷 乘积 当 |z| < 时 是 绝对 收敛 的 ,所 以 由 解析 开 折 
原理 知 , 只 要 证 明 : 当 0 委 z<1 时 ,有 
lim P,,(z) = Sp) (33. 7) 
由 式 (33. 5)K (33. 6) 知 , 当 0 委 z<<] 时 ， 


Ha — z) = Pal) = DAO + S pa m) 


n>m 
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> Dp 
自 此 推出 ,形式 等 级 数 (33. 2) 当 0<z<1 Miet, B 4 
Sp < ITa — z) 1, 0<=<1. 
另 一 方面 ,对 任意 固定 的 >o, 0<x<1, H 
P,,(z,) = AO < Sez 
MI, 3283 rd m 一 致 收 全 因而 有 


ITa 一 z) = lim P,,Gz.) = $, dim pn ln) 


= Spaz, 0 < z < 1. 
n= 0 


这 就 证 明了 式 (33. 3). 由 此 及 式 (6.8) 就 推出 式 (33. 4). 证 毕 . 
设 0<d<1,R=R(Cd) 是 复 平 面 上 以 原点 为 心 , 以 & 为 半径 的 正 
器 圆周 ,由 复 分 析 的 Cauchy 积分 定理 知 


p(n) = zil, Plz)z "dz, n> 0. (33. 8) 
作 复 变量 蔡 换 > 二 e*™ ,利用 式 (33. 4) 得 到 
Pp On) 一 | Ple™)e 2dr 
L 


=f 1 一 1(r)e 一 2 一 240rd7r， (33. 9) 
L 
其 中 积分 线路 工 是 上 半 平 面 H 中 的 直线 段 : 

L:T=u+iv, —1/2<u<1/2, v= (2m) !og(d-). 


这 样 ,我 们 就 可 以 利用 7 函数 的 性 质 ( 见 定 理 6. 2, 式 (15. 77)) 来 研 
究 p(n). 本 节 将 利用 定理 6. 2, 证 明 式 (33. 9) 中 的 积分 的 主要 部 分 
EE u= 0 附近 的 一 小 段 上 ,而 其 余部 分 上 的 积分 是 可 以 忽略 的 次 要 
项 . 
设 n 充分 大 , 记 和 一 2 一 1/24. 现 取 
e = (96m) 12: 及 (2r)-1log(d-1) =€, (33.10) 
并 把 工分 为 三 段 : L: —1/2<%u<—A 28, e; Lz: —A/2e<u— 


288 第 十 一 章 ”两 个 应 用 


A 28,u— 8; M Lz: N 2e<%u<1/2,u= e. 这样 ,加 有 
p(n) = 小 十 |. + J, |? emdr, (33.11) 


我 们 来 证 明 p(n) 有 以 下 的 渐 近 公式 . 
定理 33.2 j A=. 2/3r,m=n—1/24. 我 们 有 


A m 


1 e7?” _ 
(n) = (1 + O(m 25), (33.12) 
PU VS m ú 
BẸ 
o 1 e’ n _ ; 
p n) = I3 n (1 + OG 125). (33.12!) 
完 来 证 明 两 个 引 理 . 
5| 理 33.3 设 rt=w 十 ivEH. 那么 ,一 定 存 在 模 变 换 aET 使 得 
Ima(r) = Imr, lma(r) > x 3 /2. 
证 ”对 任 一 模 变 换 cET,， 
; _ 1 . í _ ar-+ Ó 
T = u 十 1 =o) = Fd’ rH, 
我 们 有 
2 
六 一 — 十 ci v > 0. (33.13) 


考虑 由 所 有 互 素 整数 对 {cyd} 组 成 的 集合 Z. 由 于 |c| 十 |d | W: 
何 种 方式 趋 于 十 ce 时 ,上 式 右 边 也 趋 于 十 ce ,所 以 ,上 式 右边 必 在 某 
几 组 数 对 上 取 到 最 小 值 , 即 虚 部 v' 最 大 , 设 {c,di} 就 是 这 样 的 一 对 . 
现 取 


dl 2 
a = | le I. (33. 14) 
我 们 要 证 明 这 样 的 “就 满足 引 理 的 要 求 . 由 最 小 性 知 Ima(z) >Imz 
(为 什么 ). 下面 来 证 Ima r > 3 /2. 
设 alr) =r =u; +ivi. 对 任 一 | 


d; 


r; = uz + iv, = Y(r,) = Ya(r). 
由 式 (33. 13) 知 
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1 — (Cot) + d,)” 


Uy vl 


由 T1 虚 部 的 最 小 性 知 s U12 U2. 现 取 c=1,K d, W E — 1/2<u i +d; 
<1/2, 从 上 式 就 得 到 
1l —1 Ga, 十 d) 


— 
Ul U? 1 


tasg tm 
由 此 得 o, = Imal) Nv 3 /2. 

5| 理 33.4 设 a,2 是 正 数 , 正 向 围 道 乙 由 Di:,D:,Ds 组 成 ， 
D: z = re, 0 < r < A/b/a, Ü = -— 2x; 
D,; w = A/b/ae°, — mn < 0 < 0; 
Di: w = re, A/b/a>+r> 0, 0=0. 


J (a,b) = | w“ exp(— aw 一 bw Ddw 
D 
— 一 (ez es y 
证 我们 有 
Jyt? = Z= (aw) + (<o /b) 1⁄25 
— (— law)? + (w/b) 125), 
令 s= law)? + (w/b), zx =— law)? + (w/b), 
ERPAT zo sk = , 48] 
-1/2 _ -L| ds dz 
“< Ja ‘dw sz), 
进而 有 
DA ,pv 1 [ds _ dz | 
J (a ,b) | expe aw 一 bw!) Hg Z | dw 


l 
^ a JD 


_ _1 _ 2 _ 2./7, dz 
VA exp ( > 2N ab) q ato 


exp(— s? + 2 A/ ab) Sqw 
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=J, (a,b) — J,(a ,b). 
为 了 计算 Ji(a,5), 作 复 变 数 蔡 换 ;== (ac) Go /b) 12 , 它 把 
D, > Ci: — œ < Res <— 2(ab)!4, Ims = 0; 
D, > Cz: — 2(ab)1⁄4 << Res < 2(ab)!⁄4, Ims = 0; 
D, > Cis: 2(ab)! 4 < Res <+ œ, Ims = 0. 
因此 有 


J (a ,b) = — | <a = |=. 
这 里 用 到 了 式 (36. 3). 为 计算 J;(a,6), 作 复 变数 替换 z= — law)? 
+Go/b) P, CHE 
DE': —œ<Rez<0, Imz 一 0; 
D,—E;: 0>Imz >= —2 (ab), Rez=0, 及 
—2 (ab) “<XImz <0, Rez=0; 
D; E;: OKXRez< +œ, Imz 一 0. 
因此 有 
J (a,b) = l a Gli edz 一 Jra 
Sa -o a 


综合 以 上 各 式 就 证 明了 所 要 的 结论 . 
定理 33. 2 的 证 明 ” 先 来 证 明 有 估计 
| 7 oe mdr < en 2, Jj = 1,3. (33. 15) 
只 要 证 明 ;—1 的 情形 , 另 一 情形 可 同样 推出 . 对 任 一 r= 十 iv, 由 引 
FE 33.3 知 和 存在 由 式 (33. 14) 给 出 的 a, {H r= u Hiv =a(r) ği É viz 


Us V= V 3 /2. 因而 有 
ler + di |? = v/v < 1. 


由 此 及 式 (15.7) 可 得 
|? (z)| =] e Lai E | 
= | (cit + d1) "7 Cel) ) | 
> |7“) l, 
即 ( 利 用 vi 之 MM 3 /2) 
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DNS TED] = le 一 ec 


r=1 
<Ç e™/l2 | | (1 — e7)! 
r=1 


< em, (33; 16) 
现在 我 们 要 证 明 : 4 r=utivEe L, 时 必 有 
v < (48), (33.17) 
XET v=e, BJ H K (33.13) R c= 二 =a) 得 
1 _ (cz 十 d >° 
v] € 
我 们 来 证 明 : 这 时 所 取 的 a 必 有 | ci | = 2. H 此 及 上 式 就 推出 式 
(33. 17). 不妨 说 c 宇 0, 奢 不 然 可 取 一 a 代替 a. 这 时 必 有 : 
G) a 关 0. 大 0 一 0; 则 二 土 1, 由 式 (33.18) 得 v1 一 e, 这 和 vil 宇 
V 3 /2 及 的 取 值 ( 见 式 (33. 10))3F 8. 
Gi) a 关 1. 大王 1, 分 di 二 0 K |d | 之 1 两 种 情形 来 讨论 . 当 d, 
一 0 时 ,= 一 cx(r) 一 ai 一 1/r, 这 时 有 


+ cie. (33. 18) 


_ e —_ _l 
l pSr 2+j e 
这 里 用 到 了 rzE L, ifju >v 2e. ERM onv 3/2 FJA. ldi |> 
1 时 ,由 式 (33. 18148 


1 l1 _ 2 1 o 2 _ l 
= e ddl 一 luj + sZ —G — 1/2) +e= z; +e, 


这 里 用 到 了 rE L flu, <12. ERIM ov 3 /2 K e HRE 
( 见 式 (33. 10)) 了 矛盾 . 
由 式 《33.16),(33.17) 及 工 的 定义 就 推出 式 (33.15) 对 7 一 1 成 


L. 
下 面 来 计算 在 L; 上 的 积分 . 由 式 (6. 11) 知 
yir) = e 4rl27 1( 一 1/7). (33. 19) 
因此 


I, = | 7 (tT)e "dr = esa] rl27 (— /re dr. 
L L, 


2 


(33. 20) 
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WREE H r=e™ w= 一 iw, 即 把 L, 顺 时 针 旋 转 3x/2 变 为 ( 见 
图 33. 1) 

L,, Rew =— e, — sl 2e < Imw < v 2e. (33. 21) 
要 注意 的 是 , 当 c€ L, 时 , 它 的 辐 角 变化 范围 是 : 0<argr<r, 所 以 ， 
当 zo € L, 时 ， 

一 3r/2 < argw < — x/2. (33. 21') 
这 样 就 有 | 
I,= esj rn -1( 一 1/r)e "dr 


= | wt?! 一 i/'wje dw. x 
L 


3⁄4 wE L, Bf, ,w=—e+iv, |v <V 2e, HÈ (33.104 


J _ Z€ 一 1 一 l 
Re = gr e < cr < 3” 
所 以 ,由 此 及 式 (33. 4) 48 
Lira i/w) _— e 2w/(246) | 一 [e7 aw (P (e?) — 1) | 


— | e7702 > pe | 
j=l 


< ( ye T2 —1/24)/3 < 1. 
2, j 
因此 得 到 (利用 式 (33. 10) ) 


I, =Í w/e mwt Aw se) + O(e?™) 
L 
2 


=, + O(e A), (33. 22) 
下 面 来 计算 积分 L. 设 正 数 6 二 2e. 考虑 正 向 积分 围 道 G= L, + 


Ci 十 Cs 十 … 十 Co( 见 图 33. 1, 并 注意 当 wEzZ 时 辐 角 的 取 值 
(33. 21) ) ， 


Cı: Inw = sv 2e, — £ < Rezo < 0; 
C, Rew = 0, ~v 2e 之 Imw > ó; 
Cs: [w| = 8, — 31/2 Z= argw Z — 2x; 
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C: Inw = 0, 0 Rew < 2e; 

C;: [w| = 2€, — 2r < argw < 0; 
Ce: Imw = 0, 2e > Rew > ó; 

C,: [w| = ó, O Èargw Z — T/2; 
Cs: Rew = 0, — ô > Imw >— ~ 2E; 
Cs; Imw =— ~V 2e, 0 Rew > — e. 


由 Cauchy 积分 定理 知 
I, — _ J + ... -十 | | wte eser Ge dr, (33. 23) 
C, Ca 


先 来 估计 在 Cj;(j 关 4,5,6) 上 的 积分 ,证 明 它们 都 是 次 要 项 . 容易 验 
WE: 


Relmw + 1/(24w)) Z 0, wE C,,C,, 


所 以 
1 3/2 | 1 3⁄2, 
|. < 2 Ò , c, < > TO ; (33. 24) 
Re(mw + 1/(24w)) = 0, w € C,,C,, 
所 以 ， 


~ 2 2 
<| ~V t dt = = (26), | 
0 3 Cs 


|. 


< Z on, 


(33. 25) 
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在 Ci,C， E w=uti M2e ,一 se 委 x 委 0, 故 有 
Re(mze + 1/ (24262) =mu + u° / (24G + 2€)) 
>— me — 1/(48). 
因此 得 


Í < em 一 er mA Í. < en A (33. 26) 
综合 式 (33. 23)— (33. 26) ,并 令 8->0, 注 意 到 这 时 积分 线路 CC, 


Cs 变 为 引 理 33.4 中 的 积分 围 道 万 ( 取 a=2rm,b=x/12, RN b/a = 
2e) ,就 推出 x 


I, = _ | vy eTe wdw + O (em /4) 
D 


— I, + O (e? r /4), 


由 引 理 33.4 得 
I,= quy Py = | Ë -XE eT eT) 
da a 2an a 
A m ] 
- -二 一 | Wa 
4N 3m ÀN m 


em 1] 
-人 二 -1+ol- 方 外 

这 样 一 来 ,由 式 (33. 11),(33.15) ,(33. 20), (33. 22) 及 以 上 两 式 就 推 
出 式 (33. 12). 进而 即 得 式 (33. 12')( 留 给 读者 ). BEDE, 

定理 33. 2 的 证 明 实 质 上 是 解析 数论 中 圆 法 的 最 简单 应 用 ,这 一 
结果 是 Hardy 和 Ramanujan 得 到 的 . 后 来 ,Rademacher 利用 7 本数 
的 一 般 函 数 方程 ( 见 8$15 末 的 (A)), 由 圆 法 得 到 了 p(n) 的 级 数 表 示 
式 . 有 关 本 节 内 容 可 参看 LP&P14J 的 绪论 .第 三 十 六 章 及 所 引 的 文献 . 


第 十 二 章 附 F 


为 方便 读者 ,本 附录 列 出 了 本 书 所 需要 的 一 些 数学 知识 备查 ,大 
多 没有 证 明 , 但 给 出 了 参考 书 . 它们 是 : § 34 的 二 阶 整数 矩阵，8$ 35 
的 Dirichlet 特征 ,以 及 § 36 的 有 关 函 数论 的 若干 知识 . 


S 34 二 阶 整数 矩阵 


二 阶 整数 矩阵 是 本 书 中 经 常 要 用 的 重要 工具 ,因此 ,在 本 节 中 将 
有 关 的 知识 作 较 为 一 般 的 集中 介绍 ,以 方便 本 书 的 应 用 . 先 引 进 一 些 
符号 .本 节 中 总 假定 
nN,r € N, rI|N. (34.1) 
记 二 阶 整数 矩阵 集合 
M(n;N,r) = (a = | 


a rb 


: a,b,c d Z, 
Nc H € 


(a, N) = 1, la|] =n}, (34. 2) 
M* (n; N,r) = {a € M(n;N,r): (a,b,c,d) = 1}, (34.3) 
M ,G;N,r) = ia € M(n;N,r); a= 1(mod N)}, (34.4) 
K 
MI (n;N,r) = (a € M.G;N,r): (a,b,c,d) = 1). (34.5) 
显 见 , 当 n=1 时 它们 都 构成 群 ,以 及 当 n F rH TB , 
MG; N,r) = M* (n; Nr), M.G;N,r) = MY (n; N,r). 
对 几 个 重要 且 常 用 的 集合 给 以 下 面 的 专门 记号 ， 
M(n;1,1) = Mi(n;1,1) = M(n), 
M’*(n;1,1) = M, (n;1,1) = M* (n), 
MAO; N.r) = M" (SN,r) = LN ,7), 
M(1;N ,1) =D), 


(34. 7) 
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M A;N) = MI G;N,r) =D(N,r), 
M,G;N,1) = P. (N), 
M(1;1,1) = SL,(Z) = rT, 
M,G;N,N) =T(N). 
定义 34.1 TESIS TON)P S N 级 主 同 余子 群 ， 
[DCN) 称 为 N 级 Hecke 同 余 子 群 . 工 的 子 群 了 工 称 为 模 群 ,以 及 工 的 
TËT rR N 级 同 余子 群 ,如 果 TN). 
显 见 ,M(;N 入 ,7) ,M1(l;N,7) 都 是 同 余 于 群 .容易 证 明 ( 留 给 读 
者 ): 对 系数 p| N 120 有 
MOP'SN,r) = M*(p' N, ,r)y, MP'SN,r) = M? (P'SN ,7); 
(34. 101) 


(34. 8) 


(34. 9) 


以 及 对 素数 PIN, 1220 有 


; 0 
M(p';N,r) = U K |w (DB Nr). (34. 102) 
osz 0 p 
一 般 的 ,我们 有 
[ 0 
M(n;N,r) = U | |m (n/i; Nr). (34.11) 
Ija, G, N=] O ¿Z 
我 们 记 
M(N,r) = U MG;N,r), MN,r)=( U M.G;N,r), 
n>] n>=1 
(34. 12) 
ETEF, HA 
M (N ,r) < M(N ,r) < M(1,1) = GL; (Z) — GL, (Q). 
(34. 13) 
对 整数 矩阵 
s t 
0 = | | (34. 14) 
u Ç 
我 们 记 
gcd(o) = (s,t ,u,v). (34. 15) 


在 进一步 讨论 之 前 ,再 介绍 一 些 群 的 有 关 概 念 . 
定义 34. 2 设 Ç 是 群 U U, 是 G 的 两 个 子 群 . Hik gy | G> € G. 
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若 存 在 YEU ,使 得 o= o, , 则 称 o 对 于 子 群 U, 左 相 似 于 o, ; ÉF 
在 YEU;,, 使 得 oj 一 o27, 则 称 o, 对 于 子 群 U;, 右 相似 于 o2. 显 见 , 左 相 
似 和 右 相似 都 是 一 种 等 价 关 系 . 对 于 子 群 U, 左 相 似 于 o, 的 全 体 元 
AN 


Uio: = {N102: M € Uy, (34. 16) 
称 为 是 子 群 Vi 的 右 陪 集 . 对 于 子 群 U; 右 相似 于 o 的 全 体 元 素 为 
GU: = i0: h € Uz}, (34. 17) 
称 为 是 子 群 U; 的 左 陪 集 . 设 OC G 满足 条 件 
UNR = QU, = N. (34. 18) 


这 样 ,2 rF #J pú 38 5k uj 2r mi F Ze H 4 sk Aq #H fl iX — Ph £ ft < # 3 2r 
类 ,把 2 分 别 表 为 这 两 种 两 两 不 相交 的 等 价 类 集合 一 一 即 两 两 不 相 
区 的 Ca 的 右 陪 集 或 网 两 不 相交 的 U, 的 左 障 集 一 一 之 并 : 

ü= U Uo, (34. 19) 


s€ (D NQ) 
LPK Q XF U, 的 右 陪 集 分 解 , 记 作 U NQ, X H (U NO) (有 时 也 
记 作 Ui\Q2) 是 由 每 一 个 右 陪 集中 取 定 一 个 代表 元 组 成 的 集合 , 称 为 
是 2 关于 Ui 的 右 陪 集 分 解 代 表 系 ;以 及 
N = cU,, (34. 20) 


s€ (WU,) 
它 称 为 是 2 关于 U, 的 左 陪 集 分 解 , 记 作 Q/U,, iX B (Q7U,) (有 时 也 
记 作 QUs) 是 由 每 一 个 左 陪 集中 取 定 一 个 代表 元 组 成 的 集合 , 称 为 
2 (2 3 T+ U, 的 左 陪 集 分 解 代表 系 . 代表 系 可 以 是 有 限 或 无 限 . 此 
外 ,对 aE€EG, 我 们 把 

UaU, (34. 21) 
称 为 双 陪 集 . 

W 见 , 当 到 人 一 UiaUs 时 ,满足 条 件 (34. 18), 所 以 有 形 如 式 
(34.19) #l(34. 20) 的 右 障 集 分 解 和 左 陪 集 分 解 . 容易 看 出 ,UlaU， 
的 右 隆 集 分 解 代表 系 可 取 为 

{Ui\UiaU,) = {zj Mj E Uz, J= 1,2,°%}); (34. 22) 

UiaU; 的 左 阶 集 分 解 代 表 系 可 取 为 
U, ,aU,/U,,; = (Ma: h E Ui, J= 1,2,-=). (34. 23) 
下 面 的 定理 刻画 了 双 陪 集 的 左 ( 或 右 ) 陪 集 分 解 与 群 U1( 或 U,) ` 
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关于 其 子 群 Uam aUa!) R UN (a aa)) 的 左 ( 或 右 ) 陪 集 分 解 
之 间 的 一 一 对 应 关系 . 
定理 34.1 i GÆR, U U: 是 G 的 两 个 子 群 ,及 a€G. 那么 ， 
(i) UaU; = UJ U ay,; 成 立 的 充 要 条 件 是 
U, = U (U, N (aUa) N; 
Gi) UaU; = U MaU: 成 芯 的 充 要 条 件 是 
| U, = U MU N aUa). 
证 ”容易 看 出 ,对 任意 的 o1 ,os;€EU,， 
U ac, = U ao, 
成 立 的 充 要 条 件 是 
ol € (U, N (aUa) o, 
Bp 
(U, N Ga lU ,a))o, = (U, N Ga 1U,a))o,,. 
由 此 ,就 推出 (i) 中 的 两 式 等 价 ( 为 什么 ). (ii) 的 证 明 留 给 读者 . 证 毕 . 
我 们 主要 用 到 的 双 陪 集 是 Ui==U,=U 的 情形 . 下 面 来 证 明 关于 
这 种 双 陪 集 的 陪 集 分 解 的 基本 性 质 . 当 满足 条 件 
[U : U N G@-—1Uay J] = [U : U N (aUa!) j = d (34. 24) 
时 ,由 定理 34. 1 知 ,这 时 有 相应 的 双 陪 集 的 有 限 陪 集 分 解 和 群 的 有 
限 陪 集 分 解 : 


d d d 
UaU — U Uan; = \ J Uea,,, U — U (U () (a Ua) )7,;; 
j=1 j=] j=] 


(34. 25) 
É 


d d d 
UaU = U jU = Ual, U = U (U N aUa). 
j=l j=1 j= 


(34. 26) 
定理 34.2 设 G 是 群 ,U 是 G 的 子 群 ,a€G, 及 满足 条 件 
( 34.24 ). 那么 ， 
G)》 对 任意 的 1<<;, <d, aU È (34. 26)) 和 Ua,, UR 
(34. 25)) 的 交 一 定 非 空 ， | 
Gi) UaU 一 定 存 在 相同 的 左 、 右 陪 集 分 解 代 表 系 , 即 存 在 ó; , 
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< <d ,使 得 
UaU = Üw = Uv 
Gi) UaU 的 左 ( 右 ) 障 集 分 解 代表 系 可 取 在 任意 指定 的 同一 个 
右 ( 左 ) 陪 集中 , 即 对 任意 的 CEUaU ,存在 a C U£ 1< Sd, K Q2j C 
¿U,1< <d, AE 45 
UaU =| Ja U = U Ua. f 
证 ”只 要 证 (iD,(Gi) 和 (ii) 是 G) 的 直接 推论 ( 留 给 读者 ). 用 反 证 
法 . 各 不 然 ,不妨 设 anU 和 Uan WEAN ER. 这 样 就 有 
U az c Ua. 
因而 得 
UaU = Uæ,U — U a, U. 


但 这 和 左 陪 集 分 解 (34. 26)3F A. 证 毕 . 

下 面 我 们 将 取 群 G 为 GL: CQ), T RY U =U; =U 为 [OCN ,rr ) 或 
(CN,r), 人 2 由 式 (34.2),(34.3) 或 (34.4),(34.5) 所 给 出 ,以 及 a 相 
应 地 属于 由 式 (34. 2), (34. 3) 或 (34. 4), (34. 5) 所 确定 的 矩阵 集合 ， 
这 时 条 件 (34. 24) 均 成 立 , 所 以 可 以 具体 讨论 这 样 的 0, 及 双 障 集 
UaU 的 陪 集 分 解 和 有 关 性 质 . 这 些 知 识 在 本 书 中 ,特别 是 讨论 
Hecke 算 子 时 ,是 经 常 要 用 到 的 . 首先 来 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 34.3 iZ 


a b 
a = | “Je GL,(R), (34. 27) 
c 


Fee ELIE E a' -| | 骨 设 uu 是 给 定 的 两 个 正 数 , 及 


的 | 中 "| | a e“, 
a" = a" (u,v) = a -一 . 
0 1 0 1 ubu d 


(34. 28) 
那么 ， 
Ci) 对 应 a >a" =a" (wy,v) 的 是 GL;(R) 上 的 一 个 反 自 同 构 ， 
GD HR u=N, v=r 了 时， 对 应 a =a" =a" (N,r) 的 分 别 是 
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MG: N, r) M" Gn; Nor) Min; N:D A Mr (n; N,r) FE B z B P) 
构 . 

证 容易 验证 , 当 ec,8EGLz:(R) 时 ,有 

(aB)* = B*a*, (a@*)* = a, (34. 29) 

这 就 证 明了 (i). 而 当 取 = N ,o = r 时 ,对 a,BEM(n;N,r)， 
M* G@;N r), Mi (n; Nor) X MT (n; N , r), a* 8 也 相应 地 属于 
Mn; Nr), M* (n; Nr) M Gi; N ,r)Ek M} (a; N ,r) ,3X EÑ BEBE T 
(11). 

定理 34.4 对 任意 的 aC M" m; Ë N ,r) , BA 


1 O 
LoCN rar (N ,r) = DCN ,r) P | 9 (34. 30) 
n 
Rp 
' 1 0 
M*G@G;N,r)> 一 工 (CN ,7) P [ren (34. 31) 
n 
特别 的 ,有 
1 0 | 
M* (n) = r| F. (34. 32) 
0 n 
证 式 (34. 30) 就 是 要 证 明 : 存在 7,7YET0o(N r), 1843 
1 0 
Yan = | | (34. 33) 
0 n 
W aC M" n; N ,r) H K (34. DAH, Ri — E nf 8 2ll 
, | S} rt) ETN.) 
' 一 Nc/(a,c) a/(a,c) i 7? 
使 得 
a, rb, 
a= a= | | M* (prNr)，al = (a,c) > 0. 
0 d 
设 b, =q'ai th 0b <a ,我 们 有 
di ro 
a T = É 1 |=« € MayN,r), OSP <a. 
1 


$34 =r je 301 


| $> -一 ”| r (N ) 
O, 一 T 5; 
° Nt, Adi ° 


(wam allo n] 
a O, = a 
Ndit, 1 Ü M 


综合 以 上 各 式 就 得 到 式 (34. 33). Gi) 车 = 二 0, 则 (ai,q1)= 二 1. 由 


p p 

T'a 一 

0 di 

知 , 这 时 可 化 为 情形 G), 所 以 式 (34. 33) 也 成 立 . Gii) 车 a> (asb) 
S —rb'/a, . 

—=a,>1, lll uj Ey == | |srsov ,得 到 
Nt, a/a 


0 Ü 
a! s, = | 4z |- É É Mn; Nr), <a, <a. 


Ntd, n/a, Nc; d, 
记 
a, rc,] 
a= | G MCCn; N,sr), <a, <a, 
0 d, 
就 得 到 


d'o; = a; € MO;N,r), 
这 里 az 是 引 理 34. 3(ii) 中 定义 的 反 自 同 构 : a =a" (N ,r). 这 就 证 
明了 : 对 wm FE MEDCN,r), ER 
YAN = a, , 1 - a; <La. 
注意 到 a, 与 m 有 相同 的 形式 , 且 1<cz<ai. 我 们 可 以 继续 对 a, 作 
对 a 所 作 的 讨论 ,这 样 ,若干 步 后 一 定 会 得 到 式 (34. 33). 具体 论证 
留 给 读者 . 
定理 34.$ 对 任意 的 a€ MT (n; N ,r), VE 

DCN, raD CNVyr) = nN) mov (34. 34) 

Bj 


[rr (34. 35) 


0 
M? (n;N,r) = PN] 
n 


1 
O 
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证 设 a 由 式 (34.2) 给 出 ,a 三 1(mod N). 由 定理 34.4 知 , 必 有 
| €; rÍ; 

G; = 
Ng; Rj 


ae = g O. 
'Lo n 2 


一 定 可 取 到 整数 z 满足 
et = 1(mod N), (t,n) = ] 


(为 什么 ). 进而 取 


le DCN r), J = l,2, 


显然 有 (为 什么 ) 
(fash) = ]1, h, = 1} (mod N). 


故而 可 取 到 


| €3 MI D. (N 7) 
O., = sr jj。 
Ng; h; 


这 时 有 


| E4 Q c T (N ) 
G0 = = g r). 
273 Ng, h, 4 0 


o a= lne ndo a5 Lo n 
G, = = Gs , 
0 n Nng, Ah,JLO n 0O n 


Us € MA; N,r). 


Q = Gigs O, è 
0 n 


由 此 及 o, € TI (N,r) aE Ma; N,r), W#E HH oyos ETICN,r7). 这 就 
证 明了 所 要 的 结论 . 

定理 34.4 和 34.5 表明 M'n; Nor) Mi Cn; Nr) RER G 
R.M n N DM M G; N r RAR SE EBR E HHA. 11), H E 


综合 以 上 各 式 即 得 
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JH 34.4 和 和 34. 5 可 推出 它们 都 是 一 些 双 陪 集 之 并 . 
定理 34.6 G) # aC€ MG;N,r), WA 


l 0 
DCN nar (N r) = PN] r... (34. 36) 
O n/i 
其 中 ¿—=gcd(a); 
Gi) # a€ Miln;NN,r), 则 有 
/ 0 
D (N ,r)al`, (N ,r) — I", Nre] i: (N,r) ° 
0 n/l 
(34. 37) 
其 中 ¿=gcd(a) ,CO) 为 任意 取 定 的 一 个 矩阵 ,满足 
s 
YL) C€ P(N ,N), a= |" ?| mnod N), 
I = 1 (mod N). (34. 38) 
证 显然 有 
L O 
a = F Je, BE M"G@/Ë;N,r). (34. 39) 


由 此 及 定理 34.4 EG. 848 IH M aC MG; N, WAA 
(34. 15) 定义 的 ! UWE: 

ln, G,N)= 1. (34. 40) 
下 面 来 证 Gi). 当 a€E M.G; N rit, VE r 1)PBE MY m/Ë ; N.r). 
因而 由 定理 34. 5 得 


[CNr) 1ODAoDT I (N ,r) = I CNsn))| 


进而 有 
VDDICN ,r) Uar CN ,r) 


ow 
0 1]Z a 


i 0 
= (DD CN ry D] r.o. 
O n/l 


由 此 及 
(DPI N r) 1G(0O = DN ,r) (34. 41) 
就 推出 《ii). 证 毕 . 
由 定理 34. 6, 式 (34. 11) 和 (34. 40) 就 推出 
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定理 34. 7 我 们 有 
Mln;N,r)= | Nr” 9 [rn); (34. 42) 
ljn, CU,N)=1 n/i 
É 
Ü 
Mi(n;N,r) = U r, (ND ras r), 
P |n, 0, N=] n/¿ 
(34. 43) 
其 中 1 由 式 (34. 38) 给 出 .特别 的 ,有 
M(n) = Url ° |r (34. 44) 
n) 总 0 7 ` 
由 定理 34.6 还 可 推出 : 这 里 的 双 陪 集 在 引 理 34. 3(ii) 的 反 自 同 


构 下 是 不 变 的 ,其 
定理 34.8 Iama =a" (NN,r) 是 引 理 34. 3(ii) 中 定义 的 反 自 
同 构 . 那么 对 任意 的 正 整 数 n 有 
(LN raPoN ,r))"* = P(N ral (N ,r), <a € MG;N,r); 


(34. 45) 
(P (N ,r)ael CN ,r)) ”一 LI CON ,rr)afl, (Nr), a E Milin; N,r). 
(34. 46) 
证 明 留 给 读者 . 下 面 来 讨论 陪 集 分 解 . 
定理 34.9 G) 我 们 有 右 陪 集 分 解 及 左 陪 集 分 解 
rb 
M(n;N,r) = U P, |° | (34. 47) 
n/a 


ain, (a,N)=1 
bmod n/a 


Ü 
MG; Nr) = [Fensn) ， (34. 48) 


aln, h- L n/a 


这 里 求 和 条 件 p mod n/a} C mod n/a) 表 示 对 模 n/a 的 任意 取 定 的 
一 组 完全 剩余 系 求 和 . 右 ( 左 ) 陪 集 ( 即 右 ( 左 ) 陪 集 分 解 代表 系 元 素 ) 
的 个 数 等 于 nzalCnm1), 这 里 
nn: =n, (mN) = 1,K 33% p|n>p|N ,E|I p | NS ; 
(34. 49) 
(ii》 我 们 有 右 陪 集 分 解 及 左 陪 集 分 解 
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a rb 
M* (n; N,r) = U PN, |. (34. 50) 
aln, (a, N)= Ü n/a 
b mod n / Tb) = 1 
M* G@;N,r) U k "r. ), (34. 51) 
$ * — s7 5; ° 
n r aln, (a, N)=1] Nc n/a ° 


cmodn/a, (a ,n/a,c)=1 


这 里 求 和 条 件 bmod n/a,(a,n/a;,6) 二 1( 或 cmod n/a, (a,n/a,c)= 
1) 表 示 对 模 n/a 的 任意 取 定 的 一 组 完全 剩余 系 中 与 (a ,n/a) 既 约 的 
数 求 和 . 右 ( 左 ) 陪 集 ( 即 右 ( 左 ) 陪 集 分 解 代表 系 元 素 ) 的 个 数 等 于 


aJ] (1+ 1 L), (34. 52) 


pln 


HP n 由 式 (34. 49) 给 出 . 
证 对 任 一 由 式 (34. 2) 给 出 的 a € M(n; N,r) i o, 由 定理 
34.4 给 出 ,我 们 有 


| rb) 
q, = O10 = | q | M (n; N r), aq, 一 (a,c) > 0, 
1 
即 必 有 
fèr rb 
a € Par] | al >0, ad,= n. (34.53) 
0 d, 
另 一 方面 , 奋 有 
| P(N, 2 jd! i 0, 
Sa PiS o a? 27 
则 必 有 
/ (— a'b b'a) 
Ë (m rah Tran] rN, 
f 0 a d. J 
因而 得 (为 什么 ) 


a =a, d =d, 及 尺 王 和 (modd)， 
这 表明 式 (34. 47) 右 边 的 各 个 右 陪 集 是 两 两 不 相交 的 . 由 此 及 式 
(34. 53) 就 证 明了 式 (34. 47). 对 任 一 aEM* Ga; N ,r) , WË WL 


a rb 
“€ MOAIN,r)| | 


n/a 


的 充 要 条 件 是 (a,n/a,5)= 二 gcd (a)= 二 1. 由 此 及 式 (34. 47) 就 推出 式 
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(34. 50). 
M H 5] 34. 3 Gi) P W K B A a =a =a" (N ,r), BA 


(34.47) 和 (34. 50) 就 分 别 推出 式 (34. 48) 和 (34. 51). 
这 里 我 们 直接 证 明了 MG: N NRM’; N, NHE AER 


解 中 的 个 数 都 是 分 别 相 等 的 .下 面 分 别 来 求 这 两 个 数 ,把 它们 记 为 
r) 和 D* G; Nr). 我 们 有 (利用 式 (34. 49)) 


DG; N 
D(G(n; N ,r) = > 一 =m — = ma(m); 
(a,N)=1 l | 
以 及 利用 式 (34. 49) 有 
n/a nn, /a 
D* (n; N ,r) = > > ] = > > ] 
| 


ajn b=] 
(a,N)=1 (b,a,n/ay=1 l G, an J) = 


n/a 


ud) =n2) 2, pd) 


= N, 
ala dilla, n/a) 


aln b=} d|(¿,a,ny/a) 


一 zs 二 人 


aln, a pl laen /a) aln, 


容易 验证 ， X Casa) =l, aa' |a 有 


1 1 
f(aa’ ;n)= 一 一 1 — 1] 
I a l pilad yn Jaa! P 
i 小 位 H (1-4) 
= 一 一 - e 1 — — 
a pilan /a) P a ala P 
= f (a;n )f (a;n), 


即 f(a;n1) a |nn 是 积 性 函数 . 所 以 有 
D" (rsNor) 一 ?| + fp;n) +e + fn )) 


AEN 
_ L| - j 二 | _ | 
"(i+ zl! pl pill pl 
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至 此 定理 全 部 证 毕 . 
定理 34.10 设 v() 由 式 (34. 38) 给 出 ， 
G) 我 们 有 右 陪 集 分 解 及 左 陪 集 分 解 
M,G;N,r) = U rN ,va) | ° WA (34. 54) 


aln,(a,N)=1 
b mod n/a 


Mln;sN,r)= ÜU | 
| ains (a, Wa 1 


i ?TN ) 
Nc njal S? 2 


(34. 55) 
这 里 求 和 条 件 同 定理 34. 9G). 右 ( 左 ) 陪 集 ( 即 右 ( 左 ) 陪 集 分 解 代 表 
系 元 素 ) 的 个 数 等 于 nso (mn1) ,m,nz 由 式 (34. 49) 给 出 ; 
Gi) 我 们 有 右 陪 集 分 解 及 左 陪 集 分 解 
, | a rb 
M, (n; N,r) = U P(N, va) Ó |. 


al|n,(a,Ny=1 n/a 
bp mod n/a, la, m/a,by=1 


(34. 56) 


a 0 
M (n; N ,r) = U | ker, (N,r), 
aln, (aN) =1 Nc n/a 


c mod n/a, (a, DTL 
(34. 57) 
这 里 求 和 条 件 同 定理 34. 9Gi). 右 ( 左 ) 陪 集 ( 即 右 ( 左 ) 陪 集 分 解 代 表 
系 元 素 ) 的 个 数 等 于 
aJi +4 L), (34. 58) 


fla 


其 中 ni 由 式 (34. 49) 给 出 . 

证 ”我们 来 证 式 (34. 54), 由 式 (34. 47) 的 证 明知 , 式 (34. 54) 右 
边 的 各 个 右 陪 集 两 两 不 相交 . 而 对 任 一 a€ M (n; N ,r), H ZÉ 
(34. 53) 知 ， 


ai rb, 
v(a )ca 一 一 an| le MnsN,r), 
0 d, 
由 此 及 a€E M: (n; N, r) v(a )o E M, (a; N r) 9 因而 


a1 rb, 
a E M.G N,ryv(a)) | ° d, | 
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这 就 证 明了 式 (34. 54). 其 他 结论 的 证 明 与 定理 34. 9 对 应 结论 的 证 
明 完 全 相同 , 留 给 读者 . 

为 了 以 后 引用 方便 ,我 们 来 写 出 Ma), M* (az)( 见 式 (34. 6)) 关 
于 完全 模 群 卫 ( 见 式 (34. 9)) 的 陪 集 分 解 , 并 进一步 讨论 二 等 于 素数 
的 情形 . 所 有 的 推导 都 留 给 读者 . 

定理 34. 11 我 们 有 G) 


b 0 
MOG)= U rl |- g r|? rr 
a|n,ó mod n/a O n/a al]n,c mod n/a C n/a 


b 0 
= |J h r= U r° | (34. 59) 
ajnbmodaLO n/a ainemoda Le n/a 


右 〈( 左 ) 陪 集 ( 即 右 r FF E RRRA u 3 AAT oln); 
a b a 0 
11 MI" 71 — I. 一 -一 
owon al lhl y 


alnsbmodn/a LO n/a nfa 
(a,n/a,b)=1 
a b a 0 
= UJ | |r = U r| | 
alnbmoda LO n/a alncmoda Lc n/a 
(a,n/a,b)=1 (a,n/a,c)=1 
(34. 60) 


右 ( 左 ) 障 集 ( 即 右 ( 左 ) 陪 集 分解 代 表 系 元 素 ) 的 个 数 等 于 
] 
"J | 1 + L): (34. 61) 
此 外 ,还 有 
[T : T. @m)] = [T : Tn)] = aJI (a + 1]: 
pin 
定理 34.12 E p 是 素数 .我 们 有 


M(p)= M* (p) = r| ， ,上 
-Gr Jelo pE 5). 
-eE Jo pE e oo 


(34. 62) 


以 及 
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ee (el shho (sls ol 


OSS pl, 


or ale (rlo pin ei r 


ESES i 1, 


0 —1 1 0 0 
as p 0 É rl jsj sU Je} 
由 定理 34. 12 即 可 得 到 双 陪 集 MAATE 34. 2G 
(iii) 要 求 的 各 种 陪 集 分 解 代 表 系 . 例如 ,相同 的 左右 陪 集 分 解 代 表 
系 可 取 为 : 
1 0 —i pi 0 
Ë ,| i a ! SiS, F | 
(34. 64) 
这 是 常用 的 . 请 读者 自己 写 出 几 个 其 他 形式 的 代表 系 . 


S35 Dirichlet 特征 


本 节 内 容 及 其 证 明 可 参看 [P&P1, 第 十 三 章 ], [LP&P3, 第 九 章 
§ 4], [HL ,第 七 章 ]. 

定义 35.1 Bq 是 给 定 的 正 整数 .一 个 定义 在 整数 集合 Z 上 不 
恒 为 零 的 复 值 函数 XO) ,各 满足 条 件 : 

G) 周期 性 : X(xn 十 q) 二 Xn), n€ Z; 

Gi) 完全 积 性 : Ynn) = X(m)X(n), m n€ Z; 

Gii) 4 (n,q)>1 Pf, X(n) =0, n€ Z, 
则 称 为 是 模 v 的 Dirichlet 特征 或 模 ç 的 剩余 特征 ,简称 为 模 g 的 特 
征 ,通常 记 为 X(n;g),Xmodg. 特征 Y(n)=1,G,q)=1;XG@)=0, 
(nq) >11, RHE q IEE IAEF X Cng) X modg, 其 他 的 称 为 
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模 q 的 非 主 特征 ; 取 实 值 的 特征 称 为 实 特征 ,其 他 的 称 为 复 特 征 . 

Dirichlet 特征 的 基本 性 质 有 

性 质 35.1 Z x E q 的 特征 , 则 有 

(G) X(1)=1,x(—1)=+1,E 

Amn = 1, @,g) = 1; 

Gi) X(n) 也 是 模 g BJ 391, RAE yo B 385838 4EF i fE X; 

GH) 两 个 模 q WJ EB 34845 q 的 特征 . 

性 质 35.2 ”对 给 定 的 正 整 数 q, ERR q 的 特征 对 乘法 组 成 一 
个 有 限 交 换 群 , 么 元 素 是 主 特征 x, 特征 x 的 逆 元 素 是 它 的 共 罗 特 
征 y. 

性 质 35.3 W Xi X: 分别 是 模 gi,g; 的 特征 , 则 xixs 是 模 
Lq , g; 的 特征 . 

性 质 35.4 设 g 二 gigs…g,， qig oq 两 两 互 素 . 那么 ,对 模 9 
的 任 一 特征 xX(n;g), 必 有 人 惟一 一 组 模 gl,g;,…,g; 的 特征 Xi lng), 
X: ig.) X. niq.) ,使 得 

X(n;q) = Xi %;q i) X20502) °X Cnig,), (35.1) 
且 X 是 主 特征 , 实 特征 的 充 要 条 件 分 别 是 Yu X... X, 都 是 主 特征 ， 
实 特征 . 特别 的 , 当 有 素数 分 解 式 g=2"pua…zx 时 , 必 有 惟一 的 分 解 
式 

XGa;gq) = Xolns; 2X CR; p Xn Pi). (35. 2) 

性 质 35.5 设 素 数 p>2,a 是 正 整 数 ,g ERR 如 (对 所 有 a21) 
的 原 根 ,以 及 7Y(n) 是 以 原 根 g 为 底 n 对 模 p 的 指标 .那么 , 模 p° 的 
特征 惟有 pCp 个 ,它们 是 : 

pri | , 
Pp“) 
0, pln, 


exp pin; 


(35. 3) 
yh, HAH =g) 时 是 非 主 实 特征 . 
性 质 35.6 设 a 是 正 整 数 , 模 2" BRERA gk2”) 个 ,它们 是 
nu YO? Cn) exp| 2il YY (n) 
2 o 


2 |, 2]; 
0, 2], 


exp 


X(232 sl; slo) = | 
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OSX laa cas 0=< LL <co, (35. 4) 
其 中 
l, a= l, 
ci = c-i 2) = N z > 2, 
l, a =1, 
o 5 eta) = = z > 2, 


以 及 YT? 了 Cn),Y MDEA M 5 SJSBJ)n 对 模 2° 的 指标 组 .此 
外 , 模 2"(a 寺 3) 的 特征 都 是 实 特征 , 模 2(a 之 3) 的 特征 仅 当 L, = 2° ° 
时 是 实 特征 . 

性 质 35.7 模 g 的 特征 恰 有 plq) 个 . 模 g 的 全 体 特 征 组 成 的 乘 
法 群 与 模 a 的 全 体 既 约 剩余 类 ( 即 模 9 的 既 约 剩余 系 ) 组 成 的 乘法 群 
[F] Ë. 

性 质 35.8 设 q2>1. 我 们 有 

— @(g), mnm == a(modq), 
2 (a)X(n) = M nÆ a(mod 9), (35. 5) 
这 里 求 和 号 表示 对 模 g 的 所 有 特征 求 和 ;以 及 
， pq), XER qa 的 主 特征 ， 
2 Xn;g) 一 M Kh. (35. 6) 
W H K RS 28 HS q 的 一 个 既 约 剩余 系 求 和 . 

定义 35.2 xE q 的 特征 . 若 存 在 1] 委 2'<v ,使 对 任意 的 
(min; ,9) = 二] nı =n; (mod q') bA Xn1) =X (n2) , 则 称 X 是 模 q 的 非 
原 特征 ,反之 , 则 称 X 是 模 g 的 原 特 征 . x 

性 质 35.9 XQ(n;gq) 是 原 特征 的 充 要 条 件 是 它 的 表示 式 (35. 1) 
(或 (35. 2)) 右 边 的 各 个 特征 都 是 原 特征 . 

性 质 35.10 G) # q 的 主 特征 是 原 特征 当 且 仅 当 g==1, 即 仅 有 
X*(n;1) 夺 1,nEZ, 是 原 特征 ; Gi) # 2 没有 原 特 征 ; 模 4 有 一 个 原 特 
征 , 即 非 主 特征 

Xn;4,1,0) = (— 1), 2in, (35. 7) 
模 2 (ax 之 3) 的 特征 Xn 2 slas OLA (35. AESA E RV R. 
当 (4o,2) 二 1, 故 有 2 24 EPF AE; (iii) 对 奇 素数 p, 模 p° 的 特征 
Lap D MAGS. 3)) 是 原 特 征 当 且 仅 当 (,p)= 二 1. 模 p 有 pp 一 2 
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个 原 特 征 , 模 p aA pp":(p 一 1)’ 个 原 特征 . 

性 质 35.11 G) 模 1 的 特征 XxX(n;1) 是 实 原 特征 ; 

(i) 模 2° (a21) 当 且 仅 当 a 二 2,3 时 有 实 原 特征 ,它们 是 : 
Xn;4,1,0)( 见 式 (35.7))， 


Xn;8,0,1) 一 (一 10 一 D48 ， 2 F, (35. 8) 
K 
Y(m;8,1,1) = Y(2;4,1,0)XGQ;8,0,1); (35. 9) 
GH) p 是 奇 素数 , 模 pDA a=1 时 有 实 原 特征 , 它 是 
f -E z f 
x| n, 2 p $ (35. 10) 


(iv) Ë q 的 特征 XCn;g) 是 实 原 特 征 的 充 要 条 件 是 它 的 表示 式 
(35.1) (或 (35. 2)) 的 右边 各 个 特征 都 是 实 原 特征 . 因此 , 模 g 有 原 
特征 的 充 要 条 件 是 它 的 罕 数 分 解 式 g 二 2%pip2… p,mo 一 0,2,3, 相 应 
的 实 原 特征 由 式 (35. 2), (35.7),(35. 8) ,(35. 9) 及 (35. 10) 给 出 . 

性 质 35.12 ”对 模 g 的 特征 x(n;gq), 必 有 惟一 的 模 g*,g* lq 及 
惟一 的 模 g* 的 原 特征 xX” Gq" ) ,使 得 

XC(n;q) = X* (n;q*), (n,g9) = 1. (35.11) 
反之 ,对 模 g'* 的 原 特征 XxX* Cg”) EAR qsqa” |g, 必 有 人 惟一 的 模 g 
的 特征 xX(n;gq) 使 式 (35. 11) 成 立 . 
事实 上 有 
X(n;q) = X° Cn;g)X (239 ). 

我 们 把 X" as ) 称 为 是 对 应 于 Xn;g) 的 原 特征 ,把 X(n;g) 称 为 是 
由 原 特征 X" (n;g " ) 导 出 的 特征 . 这 种 一 一 对 应 关系 记 作 

XG ;q)<— X* @n;q*), Xmodqgé=>x%*modqą*, (35.12) 
或 简 记 为 ye y*. W Wl, Y° mod qgqe=+* x° mod 1. 

下 面 是 Gauss 和 的 性 质 . 设 f m) Er 1 q 为 周期 的 算术 函数 , 那 
么 , 它 有 有 限 Fourier 展 式 


f) = > a(De 298, 
I=1 


其 中 
a(l) = > fne, 
m mod q 


S35 Dirichlet 特征 313 


求 和 号 表示 对 模 q 的 完全 剩余 系 求 和 , 显 见 aC) 也 是 以 g 为 周期 的 
算术 函数 . 特别 的 , 当 取 f n) ESA q 的 特征 Xa = Xag it, Rie 
a ) 为 x 


GQ;X) = pa Lone, (35. 13) 
它 称 为 是 关于 模 q 的 特征 x 的 Gauss 和 ,简称 Gauss 和 . 我 们 记 
rD = GU, V) = X, Lm, (35. 14) 
mmodg 
K 
C,Q)= GU, X) = >, X me 
m mod q 
= >, em, (35. 15) 
mmodg 
其 中 求 和 号 是 对 模 q 的 既 约 剩余 系 求 和 . C,(L) 通 常 称 为 Ramanujan 
和 | 


性 质 35. 13 W (q, ,.q;)=1,X mod qı , X; mod q. LA RHE XiX> 看 
做 是 模 qig; 的 特征 .那么 有 
GCU XX2) = Xi (gq2)X2 (91)G ;XG ;X,). 
性 质 35.14 Ramanujan 和 CW) 是 g 的 积 性 函数 , 旦 有 


—— @%q _ 
C,Q) = Hg/ Ga) L949)), 


特别 的 ， 
C) = TOO = ela), Clg) = 1, 

其 中 jCq) 是 Mobius PR 27. 

性 质 35.15 Ü Xmodg<€=>yx"mod q*. RIIE 

r(X) = X" (g/g pq9/q* Yr(X* ). 
TEM 35.16 i xX EI q 的 原 特征 . 那么， 
G) HERMA 
GW = x (DrX); 
Gi) rOl =V 4q ; 
GH) 当 X 是 实 原 特征 时 ， 


ki ° (— 1 = ], 
T(x) = š + ) 
1 q ， X(— 1) = — 1. 
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Gii) 的 证 明 见 LHL ,第 七 章 § 5 定理 8]. 
$36 ”有 关 函 数论 的 若干 知识 


本 节 内 容 及 其 证 明 可 参看 LP&P1, 第 一 ,二 ,三 ,四 章 ]. 
Euler-Gama 晴 数 厂 (s) 可 以 用 多 种 方式 来 定义 ,最 清楚 的 应 该 


是 利用 无 穷 乘积 . 
定义 36.1 EAP 3 和 ss) 的 倒数 是 
] _ Ys < 5 —ş/n 
Te) ™ H(1+ = je y (36. 1) 
其 中 7Y 是 Euler 常数 , 即 
N 
_ 1; BJ _ — ... 
y = lim | > logN | = 0. 5772156649…. — (36.2) 


容易 证 明 : =Ç (36. 1)rH fJ 6 3 36 FR E Sk RK, L, BV b) s= 
0,—1,—2,: , —n, AREF sa , NAGS A 1. 所 以 ,T(s) 是 半 纯 函 
数 , 以 且 仅 以 s=0, 一 1, 一 2,…, 一 n，,… 为 其 极点 , 阶 数 均 为 1. 以 下 
是 PG) 的 基本 性 质 . 
性 质 36. 1 (Euler) 
Po C lHii+ £] i+] ° 1 (1) = 1. 
性 质 36. 2(Euler-Gauss) 
l _ jim s(s + 1): (s + N — 1) 
T(s) Nc (N — 1)! N: 
一 3 一 
wail 
tE 36.3(P8 Y yË) TP'Ge++1)=sI'G). 
性 质 36. 4( 积 分 表示 ) 


I' (s) =f e “uT tdu, Res > 0. 


0 


性 质 36. 5( 余 元 公式 ) 


= lim (— DaN | 
一 


sinTs 


1  __ 
JT) (1 —s) x 


§ 36 # Xx BEI 6 3 + kin 315 


由 性 质 36. 4 和 36. 5 推出 
r| 1) = | du = mx. (36. 3) 


性 质 36. 6(Stirling 公式 ) ” 设 a<6 是 给 定 实数 ,s 一 c 十 这. 那么 ， 
当 上 | 一 co 时 ,对 aSo <b 一 致 地 有 

rís) = 2Te 一 xi1/2 |z | Zettel- a 4(e—1/2)%/2 ( ] + Ol -1) ， 
其 中 O 常数 仅 和 a,b 有 关 , 以 及 当 t] 时 ,一 1]1; 当 t< — 1 时 ， 
A 二 一 1]. 此 外 ,有 

[DCs] = V2re *"l⁄2|;|%1⁄2(1 + O( |z] )). 

下 面 是 Mellin 变换 的 反 转 公式 . 

定理 36.7 12 g(Cz) 是 定义 在 区 间 (0, 十 ce) 上 的 实 值 函 数 , 且 
在 任 一 有 限 区 间 上 有 界 变 差 . 再 设 复 变数 s=0+it. 我 们 把 

G(s) = | = 'z Gaz 
称 为 是 g (z) Mellin 变换 . 如 果 当 Res= = 时 上 述 积分 绝对 收敛 ， 
那么 有 
z(z)= > (Z (= + 0) + g(x 一 0)) 
— dim 二 Cds z > 0. 
如 果 积 分 
| IG(oo + it) |dż 
存在 , 则 有 
g(x) = mil =G (s)ds. 
由 定理 36.7 及 性 质 36. 4 推出 
T 


+ico 
e“ = Pril xX 'DP(Os)ds, z>0, Res> 0. (36.4) 


最 后 ,我 们 给 出 Phragmen-Lindelof 原理 , 它 是 复 分 析 中 最 大 模 
原理 的 一 个 重要 推广 . 
定理 36.8 设 f(s) 是 半 带 形 区 域 , ol 才 o 才 6,,t 之 to 宇 1 内 及 其 
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边界 上 的 解析 函数 , 且 对 任意 的 >00 有 
[Jlo + )| < Mle, oi oso, tÈ to, 
其 中 常数 M(e) 仅 和 ee 有 关 . 再 设 存 在 实数 ki k. ,. M. 及 M, 使 
ci + | < Mimi, 142 t, j=1,2. 
那么 , 当 0 和 入 ay 时 一 致 地 有 
flo + it)| S MÉS, tÈ tos 
HER MEM toso; M; R k;G=1,2)48 258 8 38 , UK 


O, — 0 dG — G) 
2 


P — Tf 


RCI) = ki 
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这 里 给 出 了 若干 常用 的 名 词 ,并 按照 先后 次 序 给 出 了 本 书 的 通 
用 名 词 以 及 部 分 的 英 译 名 和 相应 符号 ,以 方便 阅读 查询 . 书 中 有 特殊 


说 明 者 除外 . 

名 词 

完全 复 平 面 the full complex plane 
异 ”的 剩余 类 环 

the ring oÍ residue classes modulo n 
Z 中 的 滋 法 群 the multiplicative group of Zn, 
l KA pK 3X periodic function 

周期 period 

周期 集合 the set of pericds 

AR lattice 

格 点 jattice point 

格 的 一 组 基 a basis for a lattice 


K 上 的 (一 阶 ) 一 般 线性 群 

the general linear group (of order two) on K 
K 上 的 (二 阶 ) 特 殊 线 性 群 

the special linear group (of order two) on K 
3 #* 
完全 模 群 
模 群 

音 周 期 函数 
基本 周期 
XX Jil HA eR A 
基本 周期 对 
基本 平行 四 边 形 
周期 平行 四 边 形 
基本 定义 域 
轮胎 面 , 环 面 


the symplectic group 
the full modular group 

modular group 

single 一 

ftundamental period 

doubly ~ 

fundamental pair of periods 
fundamental parallelogram 
period parallelogram 

fundamental domain of definition 


dount, torus 


相应 符号 
C* =CU (eo) 
ZnsZ/nZ 


Z, 


A =k AF 
A= A(eo y GO? ) 


(on swz) 


GLK) 


SL: (K) 


SL:(R) 
SL (Z) , [` 
I" T” 等 


tws wz) 
Ho, H, 
Ho, H, 
Ho, H, 


所 在 位 置 


定义 1 
定义 1 
定义 1 
定义 1 
定义 1 


(1. 8 ) 


(1. 9) 


定义 1. 


定义 1. 


定义 1. 


定义 1. 


定义 1. 


定义 1. 


定义 1. 


定义 1. 


定义 1. 


定义 1. 
定义 1. 


定义 1. 


Nn Q G C à dË Aa Ó. G a G 


Th 


I 

1 

1 

2, (1. 12) 
2 

2, 


(1.12) 
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27 

一 维 复 流 形 i-dimensional complex manifold 
z ARF wA A 

z is congruent to w modulo À 

z 不 同 余 于 ww 模 A 

z is not congruent to w modulo A 

模 上 4 的 同 余 类 congruence class modulo A 
c 关于 模 4 的 代表 系 

the representative system of C modulo A 

点 5 关于 格 A 的 阶 order of point s (for —) 
( 格 4 的 ?无 限 阶 点 

infinite order point (of ~) 

(# À 的) 有 限 阶 点 finite order point (of ~) 
子 格 sublattice 

格 如 关于 其 子 格 4 的 指数 

index of a lattice À' for its sublattice A 

6 IB] pQ 36 elliptic function 

1 Bl p 36 1, the field of — 
正常 基本 平行 四 边 形 

normal fundamental parallelogram 

WG pQ 4 大 =) 的 阶 order of ~ 

Weierstrass Ë H% 


《关于 格 A 的 )n BT Eisenstein £ #fr 
Eisenstein series of order n (for ~} 

格 A 的 判别 式 discriminant of ~ 
椭圆 孙 数 的 加 法 公式 

the addition formula of ~ 

Theta 函数 

Poisson 求 和 公式 

Poisson summation formula 

格 函 数 function on the set of lattices 
( 复 ) 癌 量 画 数 

function on the set of (complex) vectors 
完全 模 群 下 上 的 ( 复 ) 向 量 函 数 
Eisenstein 级 数 Eisenstein series 


2k 阶 Eisenstein 级 数 ~ of order 2k 


相应 符号 


z==xo (mod A) 


zÆw(mod A) 


{A\C},A\C 


[A : A] 


E Cw sw) 


NCA) 
Plz) = (z; A) 
Cr 一 CA) 


ACA) 


Garr) 


定义 1,6 后 
定义 1.6 后 


定义 1.7 
定义 1.7 


定义 1.7 
定义 1.8 
定义 1.8 


定义 2.1 
定义 2. 
定义 2.3 


ba 


性 质 2.5 
(2. 14) 


(3. 4) 


(3.13) 
定理 3. 8 


3 4 
ai 4.5 


定义 5.1,5.2 
定义 5.1,5.2 


定义 5.1,5.2 
(5. 11) 
(5.11) 
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名 词 相应 符号 所 在 位 置 
完全 模 群 r 上 的 2k B; Eisenstein 级 数 (5.11) 
~ of order 2k for the full modular group F 

线性 分 式 变换 linear fraction transformation  r'=a(tr) (5.13) 
完全 上 半 平 面 the complete upper half-plane HU (eo; U (R) (5.13) 
扩大 的 上 半 平 面 H*=HU (co )} (5.14) 
the enlarged upper half-plane U {0) 

完全 模 群 上 的 权 为 上 的 模 函 数 定义 5.3 
modular function of weight & for ~ 

IRE T ERIO k HIRR 3 定义 5.3 
modular function of weight £ for ~ | 

IUN k BJ a AF2 a-transformation of weight £ [<e],, ° Lafa 定义 5.4 
权 为 上 的 模 变换 定义 5.4 
modular transformation of weight è 

HPA 26 the discriminant function ACT) (5. 22”) 
Klein Ë PR žr Klein modular function J (z) (5. 24”) 
fG)fEX 33506 S ioH] Fourier 展 式 (5. 31) 
Fourier expansion of f(r) at infinity (+i°o) 

Fr 的 Fourier 展 式 (5. 31) 
Riemann Zeta Á% çG) (5. 35) 
一 般 除 数 函 数 general divisor function G, (n) (5. 37) 
Bernoulli 数 Bu 弓 | 理 5.6 
完全 模 群 ER 2k 阶 标准 Eisenstein 级 数 Es (z) (5. 45) 
normalized ~ 

Ramanujun Á 3⁄4 r(Z) 定理 5.7 
— B; Eisenstein 级 数 G> (T) (6.1) 

二 阶 标准 Eisenstein 级 数 E: (z) (6. 6) 
Dedekind 7 函数 7Cr) (6. 8) 

六 变换 symplectic transformation 定义 8.1 
RA modular transformation s V 8.1 
《二 维 复 向 量 空间 上 的 ?线性 变换 AE X 8.1 


linear transformation (on 2-dimensional complex 

vector space) 

《完全 复 平面 C" 上 的 ) 线 性 分 式 变换 定义 8.1 
完全 辛 变换 群 定义 8.1 


the full group of symplectic transformations 
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名 词 相应 符号 所 在 位 置 
完全 模 变 换 群 FT EX 8.1 
the full group of modular transformations 

辛 变换 群 | U,U 等 定义 8.1 
group of symplectic transformations 

模 变 换 群 group of modular transformations ` T',r' w 定义 8.1 
( 模 变 换 的 ) 特 征 向 量 eigenvector (of ~) = S 8.2 
( 模 变 换 的 ) 特 征 值 eigenvalue (of ~) EX 8.2 
〈 模 变换 的 ) 不 动 点 fixed point (of ~) 定义 8. 2 
GERE a 的) 特征 多 项 式 (8. 9) 
eigenpolynomial (of matrix a) | 

(和 矩阵 a 的 ) 特 征 根 characteristic root (of —) (8. 9) 后 
抛物 元 parabolic element 定义 8.3 
椭圆 元 elliptic element 定义 8.3 
二 阶 椭圆 元 — oÍ order 2 | 定义 8.3 
= Br 1 Bl së — QÍ order 3 定义 8.3 
双 曲 元 hyperbolic element 定义 8.3 
抛物 点 , 尖 点 parabolic point, cusp 定义 8.3 
椭圆 点 elliptic point 定义 8.3 
二 阶 椭 图 点 ~ of order 2 定义 8.3 
三 阶 椭圆 点 — of order 3 定义 8.3 
双 曲 点 hyperbolic point = V 8.3 
MEADE T T” Cor U )-equivalent 定义 8.4 
A r hI T" (sk U)2£ fr 2& Frzr( 或 Ur) 定义 8.4 


TV Cor U)-equivalent class of r 


HH* 关 于 六 (或 口 ) 的 等 价 类 集合 PM\NH'( 或 UH*) 定义 8.4 


HFT (或 品 ) 的 代表 集合 (MH) 定义 8.4 
(UNH* )) 

H* 关 于 (或 口 ) 的 基本 区 域 定义 8.4 

(或 口 ) 的 不 动 点 定义 8. 4 

下 ( 或 上 0) 的 不 动 点 定义 8.4 注 记 

户 的 尖 点 集合 , 太 的 不 等 价 尖 点 的 个 数 fR 定义 8.4, 定 义 
(Fo (TY )) 12.1 


的 二 阶 椭 贺 点 集合 ,六 的 不 等 价 二 阶 椭圆 点 ATORE 定义 8.4, 定 义 
的 个 数 12. 1 
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名 词 相应 符号 所 在 位 置 

让 的 三 阶 椭圆 点 集合 , 玉 ' 的 不 等 价 三 阶 椭圆 点 Ep TORET) 定义 8.4, 定 义 
的 个 数 | 12.1 

点 xz 的 稳定 子 群 ,点 z 的 迷 问 子 群 T(R U.) 定义 8.4 

stabilizer of r, isotropy subgroup of r 

测 地 线 geodesic “V 9.1 

测 地 三 角形 geodesic triangle 定义 9.2 

模 三 角形 modular triangle 定义 9.2 

半 模 三 角形 half modular triangle E X 9.2 

RERI symplectic length element 定义 10.1 

X H RIG symplectic area eiement * V. 10.1 

辛 长 度 symplectic length 定义 10.1 

辛 面积 sympiectic area 定义 10.1 

Zn 上 的 特殊 线性 群 SL2(2») (11.1) 

the special linear group on Z, 

(2 级 ) 同 余子 群 定义 11.11 

congruence subgroup (of level x) 

n 级 主 同 余子 群 principa! — of level! n T Cr) YX 11.1 

n 22 Hecke 同 余 子 群 Hecke ~ oí level n Tolz) 定义 11.1 

i 级 本 原 同 余子 群 primitive ~ cf level Z 定义 11.1 

同 余子 群 的 本 原 级 , 同 余子 车 的 导 子 定义 11.1 

primitive level of ~, conductor of ~ 

Theta 群 Te (11. 48) 

抛物 点 ( 尖 点 ) 的 宽度 width of ~ (12.16) 

正则 抛物 点 ( 尖 点 ) regular ~ (—) 定义 12.2 

非 正 则 抛物 点 ( 尖 点 ) irregular — (—) 定义 12. 2 

边界 替换 boundary substitution 定义 13.1 

基本 区 域 的 三 角形 分 划 定理 13.3 后 

a triangle decomposition of ~ 

(封闭 曲面 的 ) 亏 数 genus 定理 13.3 后 

基本 区 域 的 亏 数 genus of ~ 定理 13.3 后 

基本 区 域 的 亏 数 公式 genus formula of ~ (13. 9) 

(正规 子 群 TEDIN (nno no) (13. 10) 

type of ramification Cof normal subgroup I”) 

RTE TD k 的 模 函 数 定义 15.1 


§ FAF automorphic factor | F ICTT2 定义 15.1 
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名 词 

模范 数 在 尖 点 ice 处 的 性 质 ( 值 ) 

模 函 数 在 有 限 尖 点 处 的 性 质 ( 值 ) 

模 函 数 在 尖 点 ice 处 的 Fourier 展 式 

模 郴 数 在 尖 点 ice 处 的 Fourier 展 式 的 阶 数 


模 苯 数 在 有 限 尖 点 pı 处 的 Fourier 展 式 的 阶 数 


同 余子 群 玉 的 半 纯 模 函 数 
ARTET RREA 

ARTE "的 失 形 式 

同 余 子 群 广 的 权 为 上 的 模 函 数 空间 

同 余子 群 六 的 权 为 的 半 纯 模 函 数 空间 
ARTE THERA k REA Z A 

同 余子 群 开 的 权 为 上 的 尖 形 式 空间 
ARE TD OONN ERDRE x 
character Y (on ~) 


CToCN) 的 ) 带 特征 x 的 权 为 上 的 模 函 数 


modular function of weight k with character y 


(for To GN) ) 

ToCN) 的 带 特征 x 的 权 为 & 的 半 纯 模 函 数 

PoCN) 的 带 特征 x 的 权 为 上 的 模 形 式 

To(N) 的 带 特征 x 的 权 为 的 尖 形 式 

对 称 共 固 变换 

symmetrical conjugation transformation 

乘 子 系统 (或 乘 子 ) 

a system of multipliers (or multiplier) 

HART» 的 权 为 大 的 模 函 数 

~ with multiplier v 

TEREF RTEA r 的 阶 

完全 模 群 的 半 纯 模 函 数 的 零点 与 极点 在 基本 
区 域 < > 上 的 阶 数 

同 余子 群 的 半 纯 模 函 数 了 在 点 z 的 阶 

同 余子 群 的 半 纯 模 函 数 的 零点 与 极点 在 基本 
KIR 多 "上 的 阶 数 

完全 模 群 的 权 为 2k 的 模 形 式 空间 

完全 模 群 的 权 为 2k 的 尖 形 式 空间 

完全 模 群 的 异形 式 空间 维 数 公 式 


相应 符号 


n (ioo fh) 
n (puif h) 


VD ) 
AT”) 
Mk (T" ) 
S(T“) 


vlr; D =v; f ,T') 


(r; fI) 


MaD) 
心 2 


所 在 位 置 
定义 15.2 
定义 15.2 
(15. 24) 

(15.24) 
(15. 29) 

定义 15.3 
定义 15.3 
定义 15. 3 
性 于 15.9 
性 质 15.9 
性 质 15.9 
性 质 15.9 
(15. 48) 


YEJ 15.18 前 


YE EF 15.18 前 
性质 15.18 前 
性 质 15.18 前 
性 质 15. 19 
(15. 72) 


(15. 73) 


定理 16.1 
定理 16.1 附注 


(16. 5) 
定理 16. 2 附注 


(17.10) 
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名 词 相应 符号 所 在 位 置 
同 余子 群 的 模 形 式 空间 的 维 数 公 式 定理 19. 3 
Petersson 内 积 Petersson inner product (f,.g)= (f ,g>r' 定义 21.1 
f fil zg EX f orthogonal to g 《六 8) 一 0 定义 21.2 
S,)(T” ) 的 正 交 补 空 间 NT) 定理 21.9 
orthogonal supplemented subspace of — 
在 尖 点 co 处 的 权 为 下 特征 为 "的 Poincaré 289 P. ,k)(=) 定义 22. 1 
Poincaré series of weight £ and character v at cusp = P,(xzx[” ,k) 
oo for ~ 
PP 在 尖 点 ee 处 的 权 为 下 的 标准 Eisenstein 级 数 Pol" ,k) (=) j 定义 22.1 
standard Eisenstein series — = Po(z 5” ,E) 
VERA £ RRB 3229 k IED v É Poincaré 级 数 PET ,k) 定义 22.2 
— at cusp £ for — 一 PIC ,kya) 
VERA EARRA k PIIRE Eisenstein 级 数 PE ,k) 定义 22. 2 
=PP T" ,k,a) 
Poincaré 级 数 的 完备 性 completeness of ~ 定理 22. 5 
权 为 上 的 N 级 标准 广义 Eisenstein 级 数 Es: (zi u  N)= (23.15) ` 
a general standard— of weight £ and level N EP CND Cæ) 
PCN) 在 尖 点 ico 处 的 大 阶 Eisenstein 级 数 GAT(N)) Cz) (23.17) 
=Gx(z;T"(N)2) 
Fo(CN) 在 尖 点 ice 处 的 2k Bt Eisenstein 级 数 Gs (T'Ío(N)) (z) (23. 18) 
| =G (z; To C(N)) 
权 为 上 的 入 级 广义 Eisenstein 级 数 | Gx(z;u,u, N)= (23.19) 
a genera] ~ of weight k and level N GË” (T'ON))(z) 
PoCN) 的 Poincaré 级 数 在 尖 点 ice 处 的 Fourier Š 24(A) 
展 式 
Kloosterman 和 K(csn,v), (24.8), (24. 19) 
Kyn (ciny) 
T, (N)B5 Poincaré 级 数 在 尖 点 ico 8k BJ Fourier $ 24(B) 
展 式 
FCV) 的 Poincare 级 数 在 尖 点 ice 处 的 Fourier RA § 24(C) 
(完全 模 群 工 的 模 函 数 空 间 上 的 )Hecke 算 子 定义 25.1 
Hecke operator (on the space of —) 
完全 模 群 上 的 Hecke f + 定义 25.1 


Hecke operator for ~ 


完全 模 群 TT 上 的 Hecke HFR H(T;2Ë) (25. 9) 
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名 词 
完全 模 群 上 Hecke 算 子 环 
Euler 恒等式 Euler identity 
Hecke 算 子 Tln) 的 特征 形式 
Hecke 算 子 T(x) 的 特征 值 

联 立 特征 形式 
标准 联 立 特征 形式 
Petersson 内 积 的 目 伴 算 子 
self adjoint operator for ~ 
标准 正 交 基 
VOD) 到 VTOK] Hecke 算 子 
V, GT") EH Hecke $F 

I" ÉJ Hecke 算 子 

Hecke A T HE 

I“ H Hecke 算 子 环 

双 障 集 的 形式 和 

双 陪 集 形式 和 的 “加 法 运算 ” 

双 陪 集 形式 和 的 “乘法 运算 ” 
Hecke 代数 
Hecke 算 子 代数 
相应 于 复数 列 .ex 的 Dirichlet 级 数 
相应 于 复数 列 .er 的 Fourier 级 数 
相应 于 复数 列 -ee 的 标准 Dirichlet 级 数 
cl 对 于 子 群 U 左 相 似 于 cs 

cl left associated to oz for subgroup U 
oi 对 于 子 群 U 右 相 似 于 o; 

gı right associated to o; for subgroup U 
+Ë U 的 右 陪 集 
TË U ERR 
右 陪 集 分 解 
右 障 集 分 解 代表 系 
左 陪 集 分 解 
左 陪 集 分 解 代表 系 
双 陪 集 
$h EJE PF 


eigenvalue of ~ 
simultaneous eigenform 


standard — 


standard orthogonal basis 


Hecke algebra 


algebra of Hecke operators 


right coset of ~ 

jeft coset of ~ 

right coset decomposition 

a representative of ~ 
left coset decomposition 

a representative of ~ 
double coset 


transposed matrix 


eigenform of ~ 


相应 符号 
H (T'; 2k) 


@ 出 


LCs, ) 
fizi) 
ARCS £ ) 


G] = Yo, 


fF] = oo) 


Us 

oU 

U NGO 

{CTNO UNO 
ü/U: 
(N9/U2},0/U2 
Uol: 


at 


所 在 位 置 
定理 25. 2 
(25. 36) ,推论 
27.9—11 
定义 25.2. 
定义 25.2 
定义 25.2 
定义 25.2 
定理 26.1—2 
定理 28.1—2 
定义 26.1 
定义 27.1 
定义 27.1 
定义 27.1 
定义 27.] 
定理 27. 2 
定义 27.2 
(27.24) 
(27.25) 
定理 27.3 
定理 27.3 
(30. 2) 
(30. 3) 
(30. 6) 
定义 34.2 


mh 


定义 34.2 


(34.16) 
(34.17) 
定义 34.2 
定义 34. 2 
定义 34.2 
定义 34. 2 
(34. 21) 

引 理 34.3 


F = R 5| 


这 里 给 出 了 若干 常用 的 数学 符号 ,并 按照 先后 次 序 给 出 了 本 书 
的 通用 符号 ,以 及 部 分 的 相应 含义 ,以 方便 阅读 查询 . 书 中 有 特殊 说 
明 者 除外 . | 


符号 相应 含义 所 在 位 置 
N 正 整 数 集合 
Z 整数 集合 
Q 有 理 数 集合 
R 实数 集合 
C BURG AYE 
C*=CU (eo) 完全 得 平面 
(asb, sc) asbs pc 的 最 大 公约 数 
由 a,8,…,c 组 成 的 数组 
由 a;5,…,c RRA E 


[a,b,c] ac 的 最 小 公 倍 数 

Z, , Z /nZ 模 n 的 剩余 类 环 

Z; Z, 中 的 乘法 群 

pln) Euler K$ (1,…,n PH 互 计 的 数 的 个 数 ) 

(Cn) Möbius PS 3 (1.2) 

A 或 Ay 周期 集合 定义 1.1 

A= ACw an) 点 格 , 38 定义 1.2, (1.12) 
(w swz} 格 的 一 组 基 定义 1.2,(1.12) 
GL:(K) K 上 的 (二 阶 ) 一 般 线性 群 (1. 8'3 

SL:(K) K 上 的 (二 阶 ) 特 殊 线 性 群 (1. 9) 

GL7 (K> (1.10) 

SL:(R) 辛 群 定义 1.3 
SL:(Z),T 完全 模 群 定义 1.3 

r", 等 模 群 定义 1.3 

{w swz} 基本 周期 对 定义 1.4 


Ho, H, (1. 16), (1. 17) 
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符号 

z==+xo (mod A) 
z>Éxu (mod A) 
z mod À 

ANC 


(ANC), ANC 
[4 : A] 

c (n) 

E Cw swg) 
N (J) 


Friz) = F(z; A) 
Elz) = Plz; A) 


G,=G,(A) 
ACA) 

D (s |w) 
G(s |w) 
O; (s |w) 
ts |w) 


@ (w), 6> (zo), 


Blw), @, (zo) 

Q (xo) 

Q, (xu) 

plx X) 

(0 (ao) 

7 (w) 

Gor Can swz) 

H 

G(r) 

t =a(r) 

HU {oo}U (R) 

H* =HU (eo) 
U {Q} 

VT) 

VaT") 

Lali, ° Lals 

Alr) 


符号 索引 


相应 含义 
z RTF wt A 
z 不同 余 于 这 模 44 


z 所 属 的 模 A 的 同 余 类 


C 关于 模 À 的 全 体 同 余 类 组 成 的 集合 , 即 C 关于 
其 子 群 4 的 商 群 

C 关于 模 4 的 代表 系 

格 少 关 于 其 子 格 4 的 指数 

除数 和 函数 

椭圆 函数 域 

WARR f(z) 的 阶 


Weierstrass 用 函数 


(关于 格 A 的 )n 阶 Eisenstein 级 数 
格 4 的 判别 式 


上 半 复 平面 

Eisenstein 级 数 
线性 分 式 变 换 
完全 上 半 和 平面 
扩大 的 上 半 平 面 


权 为 上 的 a 变换 
判别 式 函 数 


(4. 19),(4. 21) 
(4. 21) 
(4. 33), (4. 34) 
(4. 37) 
(4. 41) 


(5. 5) 
(5. 10) 
(5.11) 
(5.13) 
(5. 13) 后 
(5.14) 


定义 5.3 
定义 5.3 
定义 5.4 
(5. 22”) 


Ñ 5 £ 5| 327 

符号 相应 含义 hatti 

J (z) Klein i p t (5. 24") 

ECs) Riemann Zeta M% (5. 35) 

a; (n) 一 般 除数 函数 (5. 37) 

Ban Bernoulli 数 引 理 5. 6 

Ez (z) ERRAT EH 2k 阶 标准 Eisenstein 级 数 (5. 45) 

r (1) Ramanujun PÄ% 定理 5.7 

Gs (z) 二 阶 Eisenstein 级 数 (6.1) 

E, (z) 二 阶 标准 Eisenstein 级 数 (6. 6) 

7 (T) Dedekind 7 函数 (6. 8) 

T 二 阶 窍 阵 f d (7.1) 

s 二 阶 短 阵 |” | C7.1) 

T.r 完全 模 变 换 群 定义 8.1 

U,U 等 辛 变换 群 定义 8.1 

PP 等 模 变 换 群 定义 8.1 

A= Ala) (8. 12) 

Er( 或 UVr) 点 rz 的 下 (或 只) 等 价 类 定义 8.4 

PN (或 UH') H* 关 于 TT( 或 UU) 的 等 价 类 集合 定义 8.4 

(TTH) GR H*3:+ T' (或 UU) 的 代表 集合 定义 8.4 
(UNH " )) 

su 人 ) 或 的 尖 点 集合 ,的 不 等 价 尖 点 的 个 数 定义 8.4, 定 义 
(GT )) 12.1 

Z (IV ) 或 CEiGm )) 的 二 阶 椭圆 点 集合 ,Tr 的 不 等 价 二 阶 椭圆 点 定义 8.4, 定 义 

的 个 数 12.1 
ETORT 的 三 阶 椭 圆 点 集合 ,人 " 的 不 等 价 三 阶 椭圆 点 定义 8.4, 定 义 
的 个 数 12.1 

T' (sÉ U.) 点 z 的 稳定 子 群 , 点 z 的 迷 癌 子 群 定义 8.4 

T (U) 定义 8.4 注 记 

LD (Uz) 定义 8.4 注 记 

I'NH* (U\H*) 定义 8.4 注 记 

{PT'\H*), 定义 8.4 注 记 
(UNH*) 

p™ sp (8. 45) 
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符号 
Dp, T, 
FFI), 
S (D) 
S * ,FH * (T>, 
= * (T) 
SL>(Z,,) 
S; (QD 
H (S? r,s) 
DES r,s) 
P iGan;r s) 
ToCn;r,s) 
Dolan), IOC), FSC) 
Tila) TiC), r Ca) 
Y'(n) 
Po) 
pld) 
AmB W ç) 
Io 
Tf 
{n; sp no) 
j (zsa) 
n Goo; f,h) 
n (pi; J | R) 
no(f sh) 
Vd") 
ACI") 
MT ) 
Sell™) 
Vi ToN?) 
A#Í(To (N) ;X) 
M: To (N) í X) 
Slo (N) s X) 
f >Kf 
u(r;f)= (r; fT) 


符号 索引 


相应 含义 


Z, 上 的 特殊 线性 群 


n 级 主 同 余子 群 
n 级 Hecke 同人 余子 群 


Theta 和 群 


(正规 子 群 的) 分 歧 类 型 
H FATF 


RARER ico 处 的 Fourier 展 式 的 阶 数 
模 淆 数 在 有 限 实 点 pi 处 的 Fourier 展 式 的 阶 数 


同 余子 群 工 的 权 为 大 的 模 函 数 空间 
同 余子 群 工 的 权 为 不 的 半 纯 模 函 数 空间 
同 余 子 群 广 的 权 为 的 模 形 式 空 间 
ARTE TRA k AREATZA 


xRR tE 3 Ap a 
完全 模 群 的 半 纯 模范 数 在 点 的 阶 


所 在 位 置 
(8. 46) 


(9.1) 


(9. 8) 


(11.1) 
(11. 5) 
(11. 7) 
(11. 8) 
(11.9), (11. 12) 
(11.10), (11. 11) 
(11.14) 
(11.15) 
定义 11.1 
定义 11.1 
(11. 22) 
(11. 38) 
(11. 48) 
(12.13) 
(13. 10) 
定义 15.1 
(15. 24) 后 
(15. 29) 
(15. 32) 
性 质 15.9 
性 质 15.9 
性 质 15. 9 
性 质 15. 9 
(15.51) 
(15. 53) 
(15.54) 
(15.55) 
性 质 15.19 
定理 16. 1 
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符号 相应 含义 所 在 位 置 

v(e; fI") Bl FPE PSA pa 3k / 在 点 + 的 阶 (16.5) 

M> (T) 完全 模 群 的 权 为 2k 的 模 形 式 空 间 

S(T) 完全 模 群 的 权 为 2k 的 尖 形 式 空间 

dimM (T), (17.10) 
dimS 2T) 

dimSa C(I"), 定理 19.3 
dimAfas(I” ) 

(f.,g)>= (f ,gyr': Petersson 内 积 定义 21.1 

NT) Se ) 的 正 交 补 空间 定理 21.9 

已 (CT ,k) (z) 在 尖 点 co 处 的 权 为 特征 为 "的 Poincaré 级 数 EX 22.1 
= P,(z;I” ,k) 

Po (T" k) (z) 在 尖 点 ce 处 的 权 为 下 的 标准 Eisenstein 级 数 定义 22. 1 
= Po(z; I” ,k) 

PË" ,k) "在 实 点 处 的 权 为 特征 为 v 的 Poincaré 级 数 定义 22.2 
=PP T" ,k;a) 

PCT ,&) 六 在 尖 点 处 的 权 为 的 标准 Eisenstein 级 数 定义 22.2 
= PT ,k,a) 

P,(To (N) ,2k) Cz) (22. 45) 

Po (To (N) ,2k) (z) (22.46) 

P,(TY (N) ,Ë) (z) (22. 48) 

Po (T (N) ,k) (x) (22. 49) 

PTN), k) (z) (22. 51) 

Po (T'(N) ,#) (z) (22. 52) 

ECI") (z) (23. 2) 
—=Ek(z;T' 2 

Ej (T) Ce) (23. 3) 
=E (z I") 

ES OO (DT(N)2)(z) (23. 10) 

Erlz;u,v, N) = 权 为 上 的 NN 级 标准 广义 Eisenstein 级 数 (23.15) 
EP” (P'ON)) (z) 

G#Í(T'ON 3) (z) P(N) 在 尖 点 ico 处 的 不 阶 Eisenstein 级 数 (23.17) 
=(Gx,t(z;T'O(N)) 

Gai CNC) (23.17) 


=Glz; [1 (N) ) 
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符号 

G2 (To (N) ) (z) 
=G (z; (N)) 

Gá(m;íu VN ) = 
GË” TOND) (z) 

K(csn,v), 
KN(cins v) 

T(a)=T(a;T,2k) 

[Tar] = |a |£—_1 


° >` Lo |z 


s€ TaT 
H (T'; 2k) 
H(T';2k) 
T Cn) 
T(a,d) 
TI" ar”) ,LT ar" j, 
T(I“ar”",k), 


d 
jat -1> Tan] 
j=l 


H (ZI T”; R) 
HI (2 T”; 8) 

H (2,T" ,T”) 
HCE, ) 

p 

QO 
Te, (N sr); 2k) 
Tla, DCN sr) sk) 
HTN r); 2k) 
HTN ,r)) 
HCN r)ik) 
H (T YCON,r)) 


T(a,dsTo (N ,r);2Ë) 


T(a,d D ICN ,»r);k) 
T Cn; oN sr) ;2k) 
Tín; iCN ,r); Ë) 
LCs, ) 

J (zs) 


8 3 £ 3| 


相应 含义 
FoCN) 在 尖 点 ico 处 的 2£ BT Eisenstein 级 数 


FA kh N 级 广义 Eisenstein % $£ 


Kloosterman 利 


EER T 上 的 Hecke ATE 
完全 模 群 上 Hecke 算 子 环 


双 障 集 形式 和 的 “加 法 运算 ” 
双 障 集 形式 和 的 “乘法 运算 ” 


相应 于 复数 列 wr 的 Dirichlet 级 数 
相应 于 复数 列 .er 的 Fourier 级 数 


所 在 位 置 
(23. 18) 


(23. 19) 


(24. 8), (24. 19) 


(25.3), (25.4) 
(25.3), (25.4) 


(25. 9) 

定理 25.2 
(25.15) 

(25. 16) 
(27. 3), (27. 4) 


(27.7) 

(27. 8) 

(27. 21) 
(27. 22) 
(27. 24) 
(27. 25) 
(27. 34) 
(27. 35) 
(27. 36) 
(27. 37) 
(27. 38) 
(27. 39) 
(27. 43) 
(27. 44) 
(27.45) 
(27. 46) 
(30. 2) 

(30. 3) 


符号 索引 331 


符号 相应 含义 所 在 位 置 
ARCS, £ ) 相应 于 复数 列 ,ee 的 标准 Dirichlet 级 数 (30. 6) 
falz) L (sí fg) (31. 2) 
An(s; fop) (31. 3) 
T? (31. 9) 
Mn; 7) (34. 2) 
M* (nyN,r) (34. 3) 
Min; N ,r) (34. 4) 
MY (na; N ,r) (34.5) 
MCCn), M " Qm) (34. 6) 
ToN i, r) (34. 7) 
DiN ,r) (34. 8) 
M(N,r), M (N,r) (34. 12) 
M(1,1)=GL¿ (Z) (34.13) 
gcd( >° ) (34.15) 
Uo THU WARR | (34.16) 
sU THU 的 左 陪 集 (34. 17) 
U NQ 右 陪 集 分 解 定义 34. 2 
(UIN) U NGO 右 陪 集 分 解 代表 系 定义 34. 2 
07/U7。 左 陪 集 分 解 定义 34. 2 
{0Q/U2}, Q/U; 左 障 集 分 解 代表 系 定义 34.2 
UloU?; 双 陪 集 (34. 21) 
a! 转 置 矩阵 引 理 34. 3 
a* =a" (uyo) (34. 28) 
v (2) (34. 38) 


pIN™ (34. 49) 


[HL_ 
[RG ] 
[AO] 
[GS J 


[JS] 


[BS] 


[TA] 


[NK ] 


LEG] 


[TM] 
[PS] 


[P&P1] 
[P&P2] 


[ P%P3 ] 
[AK] 
[PD J 
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